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INTRODUCTION. 

1.  Origine  de  la  théorie  des  surfaces.  —  La  théorie  des  surfaces 
étend  de  jour  en  jour  son  domaine;  on  l'applique  aujourd'hui  avec 
succès  à  des  questions  qu'aux  débuts  l'on  n'eût  pas  cru  accessibles  par 
ses  procédés;  elle  a  pris  naissance  dans  les  travaux  de  Mongc,  mais 
c'est  surtout  dans  les  recherches  de  Gauss  qu'on  la  voit  se  préciser; 
elle  s'y  révèle  avec  les  propriétés  à  la  surface,  les  notions  de  courbure 
totale,  de  représentation  sphérique.  L'étude  des  lignes  géodésiques. 
(les  lignes  de  courbure,  des  asymptoliques  fait  alors  l'objet  d'impor- 
tants travaux  qui  tous  ont  pour  but  l'étude  individuelle  des  surfaces. 
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l/iiii  dos  Chapitres  les  plus  importants  de  la  nouvelle  théorie,  celui  de 
la  dérornialion,  conduit,  à  l'aide  des  notions  de  courbure  géodésique 
et  de  courbure  proprement  dite,  à  des  résultats  d'une  extrême  élé- 
gance. A  propos  de  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  sur- 
face donnée,  M.  Codazzi  découvre  les  formules  analytiques  qui  lient 
entre  eux  les  éléments  indéformables  et  ceux  qui  définissent  la  forme. 
Avant  lui  l'abbé  Aoust  avait,  sous  forme  de  relations  géométriques, 
trouvé  les  mêmes  résultats.  M.  Bonnet  vient  ensuite  établir  Fimpor- 
tance  capitale  de  ces  formules  en  les  ajipliipiant  à  la  détermination 
complète  de  surfaces  définies  par  des  considérations  dillérentielles.  On 
l'utrevoit  seulement  le  champ  à  parcourir  dans  cet  ordre  d'idées,  en 
même  temps  qu'on  est  arrêté  par  les  difficultés  analytiques  du  sujet. 

2.  Familles  de  surf  aces.  —  D'autre  part,  des  recherches  de  Géo- 
métrie pure  conduisaient  M.  Dupin  à  l'importante  découverte  des 
systèmes  triplement  orthogonaux;  M.  Lamé  les  introduit  systémati- 
«juement  en  Mécanique;  il  établit  à  ce  propos  la  théorie  des  coordon- 
nées curvihgnes.  Remarquons  qu'ici  l'on  ne  se  contente  plus  de  ce  qui 
se  passe  sur  une  surface;  on  en  sort,  pour  ainsi  dire,  cl,  se  tenant  d'a- 
bord à  des  distances  infiniment  petites,  on  arrive  consécutivement  et 
par  intégration  à  opérer  des  constructions  dans  l'espace.  Les  familles 
de  surfaces,  comme  les  surfaces,  méritent  une  classification:  MM.  Lamé, 
Bertrand,  Bonnet  élucident  complètement  la  belle  question  des  sur- 
faces triplement  isothermes  et  orthogonales.  Dans  le  même  ordre  de 
recherches,  jNL  Darboux  prouve  que  le  système  triplement  orthogonal, 
isotherme  par  surfaces  individuelles,  se  réduit  aux  anallagmatiques 
homofocales  du  quatrième  ordre.  Cette  branche  de  la  théorie  des  sur- 
faces, subordonnée  à  l'intégration  de  nombreuses  écjualions  différen- 
tielles, demandera  encore  bien  des  elï'orts  avant  de  pouvoir  être  appli- 
(juée  avec  généralité. 

5.  Gcomélrle  auiour  de  la  surface  de  référence.  —  Il  importe, 
pensons-nous,  si  l'on  veut  employer  la  théorie  des  surfaces  efficace- 
ment, de  pouvoir  opérer  dans  l'espace  par  des  constructions  tout  inté- 
grées, de  fonder,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi,  une  sorte  de  Géométrie 
analytique  permettant  d'étudier,  sans  l'introduction  d'élémentsinutiles. 


THEORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  COURBES.  '] 

tout  co  qui  csl  rclalifaux  propriétés  infniilésimales  d'une  (igure  donnée, 
qu'elle  varie  ou  non  à  cliacjue  instant.  11  faut  opérer  autour  d'une  sur- 
face et  avec  la  plus  grande  généralité,  comme  on  opère  habituellement 
autour  d'un  point;  encore  convient-il  de  s'affranchir  absolument  des 
éléments  qui  tiennent  à  l'orientation  et  que  l'on  traîne  sans  aiicuiK- 
utilité  dans  les  calculs,  au  préjudice  de  la  simplicité  et  de  l'évidence 
des  résultats.  Depuis  plusieurs  années,  j'ai  donné  de  nombreuses  ap- 
plications de  cette  Géométrie  autour  des  surfaces  qui  fera  l'objel 
exclusif  du  Mémoire  que  je  soumets  aujourd'hui  à  l'Académie. 

4.  Mélhode  siiUie  dans  celle  Géoinélrie.  —  Dans  les  problèmes 
que  j'ai  en  vue,  j'introduis  en  général  des  constructions  finies  qui  font 
dépendre  les  élénîenls  successifs  d'une  figure  des  éléments  correspon- 
dants d'une  surface  dite  de  référence.  Traçons,  par  exemple,  sur  une 
surface  un  i-éseau  («,  r);  soient  OX,  OY  les  tangentes  en  O  (";/,  i) 
à  (t^)  et  (;/),  OZ  la  normale  à  la  surface.  Faisons  à  chaque  instani 
correspondre  un  point  M  de  l'espace  à  O,  et,  dans  ce  but,  donnons-nous 
les  coordonnées  instantanées  ^,  yj,  "C  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  ()  Z  : 
à  toute  position  de  O'  infiniment  voisine  de  O  va  correspondre  une 
position  de  M' voisine  de  M  ;  la  position  de  O'  est  définie  par  les  accrois- 
sements du  et  fA-,  celle  de  iM'  l'est  par  les  quantités  A^,  A-/],  A'C  considé- 
rées comme  fonctions  de  u  et  v.  Désignons  par  Ax,  A/,  Aj  les  projec- 
tions de  MM'  sur  OX,  O  Y,  OZ;  on  pourra  les  calculer  en  fonction  de 
du,  dv  à  l'aide  des  A^,  A-/),  Al,  i)ar  conséquent  on  connaîtra  le  déplace- 
ment réel  de  M  en  M'.  Opérant  de  la  même  façon  pour  tous  les  points 
d'une  figure,  on  voit  comment  elle  se  déplace  en  se  déformant  lorsque 
u  et  V  s'accroissent  de  du  et  dv. 

Plus  généralement,  si  l'on  se  donne  à  chaque  instant  une  iclalion 
F(i,  ■/],  'C,  ",  i')  =  o  définissant  une  surface  correspondant  à  clKupie 
point  0{u,  v)  de  la  surface  de  référence,  on  peut  trouver  commeni 
(die  se  déplace  en  se  déformant  lorsque  u  et  v  croissent  de  du  et  ^A  , 
sans  définir  chaque  point  individuellement.  Il  suffit,  en  effet,  de  cal- 
culer en  fonction  des  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  par  ra|)poil 
à  OX,  OY,  OZ  les  coordonnées  l,  yj,  'C  de  ce  point  par  rap[)ort  à 
O'X',  O'Y',  O'Z';  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  donnée,  on 
aura  par  rapport  aux  premiers  axes  l'équation  de  la  surface  déformée. 
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De  ceci  résulle  que,  moyennant  l'usage  de  ces  formules  de  transfor- 
iiialion  de  coordonnées,  établies  une  fois  pour  toutes,  on  pourra,  au- 
tour d'une  surface,  effectuer  toutes  les  opérations  de  Géométrie  ana- 
lyli(juc  comme  avec  les  coordonnées  cartésiennes. 

o.  Cas  d'un  reseau  (u,  i)  non  orthogonal.  —  Il  n'est  pas  néces- 
saire que  les  axes  OX,  OY  soient  tangents  aux  lignes  (t-)  et  («), 
pourvu  que  leur  direction  soit  déterminée  en  fonction  de  u  et  c.  Dans 
cel  ordre  d'idées,  on  arrive  à  prendre  pour  le  réseau  («),  (t)  un 
système  de  courbes  même  non  orthogonales,  en  conservant  trois  axes 
rectangulaires  OX,  OY,  OZ.  De  cette  façon  Ton  peut  mettre  en  évi- 
dence les  éléments  du  réseau  qui  s'approprie  le  mieux  à  la  question, 
tout  en  faisant  disparaître  la  complication  résultant  de  l'emploi  de 
coordonnées  obliques  dans  les  opérations  de  Géométrie  analytique 
autour  de  la  surface.  Cette  remarque,  on  le  verra,  a  une  grande  im- 
portance. 

(>.  Correspondance  de  deux  espaces.  —  Au  lieu  d'une  surface  de 
référence  unique  et  de  deux  paramètres  u  et  c,  on  peut  prendre  un 
système  triple  de  surfaces  dépendant  de  trois  paramètres  p,  p,,  pj  et 
faire  correspondre  entre  eux  deux  espaces  différents  par  certaines  con- 
structions géométriques.  INI.  Liouville  a  traité  un  remarquable  exemple 
de  correspondance  qu'il  a  pu  intégrer  complètement.  Nous  donnerons 
des  formules  pour  le  cas  des  systèmes  triplement  orthogonaux  ;  elles 
nous  permettront  d'établir  deux  transformations  géométriques  des 
systèmes  triplement  orthogonaux,  dont  l'une  avait  été  découverte  ana- 
lytiquement  par  M.  Combescure. 

7.  Elude  d'une  même  question  à  l'aide  de  diver.ses  surfaces  de 
référence.  —  L'un  des  plus  grands  avantages  de  la  méthode  générale 
que  nous  employons  consiste  dans  la  facilité  avec  laquelle  on  peut  atta- 
(juer  des  problèmes  de  façons  différentes,  suivant  le  choix  que  l'on  fait 
de  la  surface  de  référence.  En  général,  les  questions  relatives  à  la 
théorie  des  surfaces  dépendest  de  l'intégration  d'équations  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  second  ordre.  Il  importe,  au  point  de  vue  géo- 
métrique, pour  la  simplicité  des  résultats,  au  point  de  vue  analytique. 


d}-L 

d'L   I   d\\        dt    i    rfH, 

~  dp  n  df,  '^  d7,  W,  dp 

dpdpi 

TIIliomE    GÉNÉRALE     DES    SIRFACES    COIHBES.  () 

pour  les  difficultés  crintégration,  de  ramener  le  problème  aux  formes 
irréductibles,  canouiques,  pour  ainsi  dire,  et  celles-ci  sont  souvent 
bien  différentes  suivant  les  éléments  que  Ton  suppose  connus  et  ceux 
que  l'on  veut  déterminer. 

Quand  on  cherche,  par  exemple,  à  éta])lir  la  lliéorie  des  faisceaux 
de  cercles  normaux  à  des  surfaces,  si  l'on  prend  pour  surface  de  réfé- 
rence l'une  des  surfaces  trajectoires,  on  réduit  le  problème  à  l'intégra- 
tion de  l'équation 

(•) 

dont  la  forme  se  prête  aux  intégrations  explicites,  ainsi  qiu'  l'a  fait  voir 
M.  iNIoutard;  il  est  donc  facile  de  construire  un  très  grand  nombre  de 
solutions.  Si,  au  contraire,  on  choisit  comme  surface  de  référence  la 
surface  enveloppe  des  plans  des  cercles,  on  trouve  une  équation  tout  à 
fait  an.ilogue  à  celle  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée, 
par  conséquent  beaucoup  moins  maniable  que  la  précédente.  Seule- 
ment cette  nouvelle  équation  met  en  évidence  ce  fait  remarquable  que 
les  cercles  admettent  une  famille  de  surfaces  trajectoires,  quelle  que 
soit  la  forme  de  la  surface  enveloppe  de  leurs  plans.  Il  en  résulte  que 
l'équation  relativement  compliquée  est,  au  fond,  la  plus  simple, 
puisque,  à  elle  seule,  elle  régit  tout  le  problème,  tandis  que  l'équa- 
tion (i)  suppose  l'intégration  préalable  des  équations  de  Codazzi  sur 
la  surface  de  référence. 

Citons  encore  l'exemple  des  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  : 
on  sait  que  l'équation  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée 
présente  de  très  grandes  difficultés  d'intégration  ;  mais  le  problème 
devient  des  plus  simples  lorsqu'on  se  propose  de  déterminer  tous  les 
couples  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre;  l'équation  caractéris- 
tique prend  la  forme 


du  dv 


la  seule  qui  puisse  avec  (i)  être,  dans  certains  cas,  intégrée  explicite- 
ment. Dans  le  premier  cas,  la  surface  de  référence  est  une  des  surfaces 
applicables;  dans  le  second,  c'est  la  surface  lieu  des  milieux  des  cordes 
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fini  joigiiciil  les  poinls  correspondants.  Il  est  remarquable  que  dans  ce 
problème,  où  les  positions  respectives  des  surfaces  semblent  a  priori 
èlre  indiflërentes,  c'est  par  la  considération  même  de  ces  positions 
que  le  problème  se  simplifie  d'une  façon  inattendue  et  conduit  à  d'élé- 
ijants  résultats. 

Au  fond,  ces  siniplifîcations  tiennent  toujours  à  ce  fait  que,  d'une 
part,  une  seule  équation  différentielle  régit  le  problème  et  que,  de 
laulre,  puisque  l'on  se  donne  la  surface  de  référence  et  sa  position 
dans  l'espace,  on  suppose  intégrées  les  trois  équations  de  Codazzi,  re- 
latives à  cette  surface.  Aussi,  dès  que  dans  l'étude  d'une  question 
auxiliaire  les  éléments  de  forme  de  la  surface  doivent  être  les  résultats, 
le  problème  se  complique  à  nouveau. 

Dans  le  cas  où  le  choix  des  surfaces  de  référence  n'est  pas  naturelle- 
ment indiqué,  c'est  en  cherchant  à  réduire  le  nombre  des  inconnues 
qu'on  arrive  à  découvrir  le  système  le  plus  avantageux;  la  même  re- 
marque s'applique  au  thoix  du  réseau  (w,  c)  sur  la  surface  de  réfé- 
rence. 

8.  Indication  de  la  division  du  Mémoire.  —  Le  premier  Chapitre 
du  Mémoire  est  consacré  à  l'établissement  des  formules  fondamentales 
dans  le  cas  où  le  réseau  (//,  v)  est  orthogonal,  ainsi  quà  la  recherche 
directe  du  sens  géométrique  des  coefficients  introduits.  Le  deuxième 
Chapitre  comprend  la  même  étude,  mais  dans  le  cas  où  le  réseau 
(  u,  r)  n'est  pas  orthogonal.  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  l'éta- 
blissement des  formules  fondamentales  relatives  à  la  correspondance 
de  deux  espaces  en  prenant  pour  réseau  de  référence  une  famille  triple 
orthogonale  de  surfaces;  il  a  paru  convenable  d'établir  préalable- 
ment et  par  les  procédés  de  la  Géométrie  autour  des  surfaces,  la 
théorie  des  systèmes  triplement  orthogonaux.  Ces  trois  premiers  Cha- 
pitres constituent  la  première  Partie  de  notre  travail;  la  seconde  com- 
prendra une  série  d'applications  relatives  aux  faisceaux  de  droites,  aux 
déveloi)[)ées,  à  l'étude  des  couples  de  surfaces  applicables  l'une  sur 
l'autre,  à  la  correspondance  de  deux  surfaces  par  orlhogonalité  des 
éléments,  aux  systèmes  cycliques,  au  mouvement  le  plus  général  d'un 
corps  assujetti  à  quatre  conditions.  Nous  examinerons  ensuite  les  pro- 
priétés des  faisceaux  de  courbes  planes  normales  à  des  surfaces. 
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Comme  suile  à  cette  dernière  application,  nous  entre[)rcndrons  Tcxa- 
men  des  propriétés  des  sections  planes  d'une  surface  par  les  jdans  tan- 
gents d'une  autre  surface;  en  particulier,  Fétude  des  sections  des 
surfaces  par  leurs  plans  tangents;  ceci  nous  amènera  à  reclierchcr  de 
nouvelles  propriétés  des  surfaces,  et  à  généraliser  le  théorème  de  Bel- 
trami. 

Enfin  nous  terminerons  par  l'élude  de  la  correspondance  des  sys- 
tèmes triplement  orttiogonaux. 


CHAPITRE  I. 

ÉTABLISSEMENT    DES    FORMULES    FONDAMENTALES, 
(U,    Ç)    ÉTANT    ORTHOGONAL. 

9.  Dé  finition  du  réseau  coordonné  ;  formules  donnant  les  coor- 
données d'un  même  point  par  rapport  à  deux  trièdres  successifs. 
—  Nous  considérerons,  pour  établir  les  formules,  une  surface  concave 
de  haut  en  bas  par  rapport  à  la  normale,  afin  de  supprimer,  par  cette 
hypothèse,  toute  ambiguïté  sur  les  signes;  les  formules  sont  d'ailleurs 
absolument  générales  et  les  signes  attribués  par  le  calcul  aux  quan- 
tités géométriques  qui  y  figurent  indiquent  précisément  dans  chaque 
cas  particulier  comment  doit  être  envisagée  la  courluu'c  de  la  surface 
de  référence  (O). 

Soit  O  un  point  de  (O)  défini  par  les  paramètres  m,  v  de  deux 
courbes  (m)  et  (p)  orthogonales,  tracées  sur  (O)  et  qui  le  contiennent. 
Prenons  pour  axes  instantanés  OX,  OY,  OZ  les  tangentes  en  O  aux 
courbes  (p-),  (^^)  et  la  normale  à  (O).  Nous  compterons  les  longueurs 
positives  et  négatives  comme  d'habitude. 

Une  surface  (IM)  correspond  point  par  point  à  (O  ).  On  définit  à 
chaque  instant  M  par  rapporta  O  en  fixant  ses  coordonnées  ^,  y),  Z,  par 
rapport  à  OX,  OY,  OZ.  Si  l'on  donne  aux  paramètres  u  et  p  les  ac- 
croissements du  et  d^\  on  passe  de  O  en  O'  et  de  INI  en  M';  les  coor- 
données de  M'  par  ra[)port  aux  axes  O'X',  O'Y'.  (J'Z'  sont;-i-A:. 
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■q  -h  Ay],  "C  +  AJi  ;  par  rajijmrt  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  elles  sonl  ^  +  AX, 
•/;  4-  AY,  Ç  +  AZ.  On  remarquera  que  AX,  AY,  AZ  sonl  les  projections 
de  MM'  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ:  il  s'agit  de  les  déterminer.  Pour  y 
arriver,  menons  par  le  point  O'  des  parallèles  OX,,  O'Y,,  O'Z,  aux 
droites  OX,  OY,  OZ;  désignons  par  X,,  Y,,  Z,  les  coordonnées  de  M' 
|)ar  rapport  à  ces  nouveaux  axes;  on  a 

\,  =  (  ^  +  A?) cos(X'X,  ) -H ('t,  +  Ay]) cos(Y'X, )  +  (l-^M)cos(Z'X,), 
Y,  =  r^  +  AO  cos(X' Y,  )  +  (  T,  +  Ayi)cos(Y' Y,  )  +  (^  +  AOcos(Z'Y,  ), 
Z,  =  (^  +  A^)cos(X'Z,) +(r(  +  A-/])cos(Y'Z,)  +  (^  +  Ar)cos(Z'Z,  ). 

(  llieielions  la  valeiu'  des  neuf  cosinus. 

10.  Foinic  nécessaire  des  cqualions  de  lransfovnial'u)ii  des  rooi-- 
doimées  instanlanées.  — JNlenons  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon 
égal  à  l'unité  des  parallèles  aux  droites  OX,  OY,  OZ,  et  O'X',  O'Y', 
O'Z',  qui  rencontreront  la  surface  de  cette  sphère  aux  points  XYZ  et 
X'Y'Z';  traçons  les  grands  cercles  ZY,  YX,  XZ  et  Z'Y',  Y'X',  X'Z', 
puis  prolongeons-les  jusqu'à  leurs  rencontres  mutuelles  aux  environs 
des  trois  sommets  X,  Y,  Z.  On  obtient  les  quadrilatères  ZZ'«A, 
Y\'dc,  W ef  qui,  si  l'on  néglige  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  sont  des  rectangles.  Dès  lors,  à  cette  approximation  on  peut 
écrire  (et  ceci  définit  la  situation  des  points  a,  b,  c,  d,  e,  f) 

ad  =  Z  Y ,         bc  =  ZX,         de  ■-=  X'  Y', 

et,  par  consécpieni, 

d\'  =  aZ'=cY  =bZ, 

e\'  =  bZ'=/\  =  aZ, 

dY  =eX  =cY'  =  /X'. 

Evaluons  à  présent  les  neuf  cosi^nus  : 

cos(X'X).  —  L'angle  X'X  étant  infiniment  petit  du  jiremier  oidre, 
on  pose 

cos(X'X)  =  i. 
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c()s(Y'X).  —  On  peut  le  remplacer  par  cos(X^/)  parce  qiK;  \d  ne 
(lilVère  de  Tare  de  grand  cercle  passant  par  Xet  Y' que  d'un  inlininienl 

[)clit  du  second  ordre,  mais  X<ia  pour  valeur  -  +  Yd  :  donc 

cos(Xf/)  =  —  sin(Yf/)  =  Y(/, 
cos(Y'X)  =  Y'f/. 

cos(Z'X).  —  On  peut  le  remplacer  par  cos(aX)  ou  cos(  f  —  «Z  )  : 
donc 

cos(Z'X)  =  oL. 

En  opérant  de  même  sur  les  six  autres  cosinus,  on  voit  que 

cos(X' Y)  =  <-X  =  ^/Y, 

cos(Y'Y)  =  I, 
cos(Z'Y)  =  «Z'=Z;Z, 
cos(X'Z)  =  X/=  «Z, 
cos(Y'Z)  =  Yc  =  -//Z, 
cos(Z'Z)  =  I. 

Substituant  dans  les  valeurs  de  X,,  Y,,  Z,,  il  vient 

X,  =  ^  +  A^  -  (yj  +  At,  )  \d  +  (t  +  Ar')  aZ, 
Y.  =  y]  +At,  +  (i  +  A^)  Yrf  +  (r  4-  SL)  /;Z, 
Z.  =  ;:  +  a;;  -  (?  +  A?)  aZ  -  (r,  +  Arj  )  />Z, 

l'I  Ion  remarquera  qu'il  n'y  entre  que  trois  éléments  \  <;/,  «Z,  /'\: 
ceux-ci  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre  et  fonctions  de  du ,  d\-. 
dès  lors,  on  est  assuré  qu'ils  sont  de  la  forme 

Yf/=M(/M+Nf/t', 
aZ  =  V  du  +  Crft', 
hZ  =0(/r  +  G  du. 
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OÙ  M,  \,  P,  Q,  C,  C  rcpr.'-soiiteiit  six  nouveaux  coefficients  fondions 
(le  II  el  r,  dont  la  signiHcalion  géomélri(iuo  n'est  pas  encore  connue, 
mais  qu'il  importe  peu  de  rechercher  pour  le  moment. 

Substituons  les  valeurs  qui  précèdent  à  celles  de  A^,  Arj,  AC  dans  les 
valeurs  de  X,,  Y,  et  Z,,  puis  remarquons  que 

A\  =  \,  -  ?  +fdu,         AY  =  Y,  -  r,  -h  g  (h;         AZ  =  Z,  -  C, 

si  l'on  pose 

l'I  nous  trouvons  les  formules  fondamentales 


AY  =  ch-  (o-  +  jj:j  +  N?  -^ or)  +  du (^  +  M^  -^ ce), 


11.  Relations  liant  entre  eux  les  cocjjicienls  des  i^aleni's  des  A. 
—  Avant  d'aller  plus  loin,  il  importe  de  trouver  quelles  sont  les  rela- 
tions qui  lient  entre  eux  les  six  coefficients  et  les  quantités /"et  o^.  On 
y  parvient  sans  sortir  de  la  méthode  même  ([ue  nous  étudions,  c'est- 
à-dire  sans  recourir  à  des  systèmes  de  coordonnées  étrangers  à  la  ques- 
tion. 

Au  lieu  de  chercher  la  surface  lieu  du  point  M,  supposons-la  connue 
el  aussi  simple  que  possible,  c'est-à-dire  réduite  à  un  point;  il  est  ma- 
nifeste que  les  cjuantités  AX,  AY,  AZ  doivent  être  constamment  nulles, 
dans  cette  hypothèse,  et(|uels  que  soient  les  accroissements  du,  dv]  on 
a  d(Hic 

i'-hd-r-h  Nl-hQl  =  o 
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et 

~r  —  1  c  —  L  ri  =  (), 

'^  -Qvi-  (^.H  =  ... 

l'.xpriiiioiis  (lue   les  valeurs  déduites  de  ces  éiiualions  ijdur -; — V^ 
'  '  '  '  au  (H- 

-. — Y.'  I    -y,  (fl"^  ppiivenL  être  obtenues  de  doux  manières)  sont  égales, 
il  vieul,  âpres  un  calcul  élémentaire, 


(f  ^^''^'-S?-MQ)  =  ,., 


«?/  •  \      ^  du  rti'   / 

+  y  m  +  UC  -  ^^'  -  NP")  =  o, 

■  \aii  «('  / 

Ces  nouvelles  équations,  si  elles  n'étaient  idenliques,  conduiraient  à 
un  seul  système  de  valeurs  de  ^,  •/],'(,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  aurait  (|u'un 
seul  point  dans  l'espace.  Pour  qu'il  y  en  ait  une  infinité,  on  doit  avoir 


M 


df 
gd^ 


fdu 
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^  dv  du 


?+M(:-'-^-NP=o. 

Toiles  sont  les  relalions  (jui  lient  entre  eux.  les  six  cocfficienls.  .le 
renvoie  au  travail  de  !M.  Bonnet  pour  démontrer  que,  si  ces  équations 
soni  véiifiées,  la  surface  existe  et  qu'elle  est  unique. 

\*À.  \  alciirs  définitives  des  A,  équations  de  condition.  —  l^n 
tenant  compte  de  ce  qui  précède,  on  voit  que  les  formules  fondamen- 
tales peuvent  s'écrire  définitivement 

ponr\n  (jue  l'on  pose 

Indépendamment  de /et  "•  il  n'y  entre  plus  que  trois  fondions  P. 
(),  D  qui  satisfont  aux  équations  de  condition 

dO    ,    ^rfD    ,       dfj^         d:r 
ce  sont  les  formules  de  (^odazzi. 
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15.  Cooirlo/i/ires  fi'uri  nicmc  point  par  rapport  à  deux  trirdrrs 
successifs.  —  Comme  nous  l'avons  dit  dans  rintroduclion,  constaui- 
mcnt  il  faut,  connaissant  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport  au\ 
axes  O'X',  O'Y',  O'Z',  les  exprimer  en  fonction  de  ses  coordonnées 
par  rapport  aux  axes  primitifs  OX,  OY,  OZ. 

Désignons  par  X',  Y',  Z'  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
aux  axes  O'X',  O'Y',  O'Z'  et  par  X,  Y,  Z  ses  coordonnées  par  rapport 
à  OX,  OY,  OZ;  on  obtiendra  visiblement  les  relations  cherchées  en 
égalant  à  zéro  AX,  AY,  AZ,  dans  les  formules  trouvées  plus  haut,  rem- 
plaçant H,  Y],  t  par  X,  Y',  Z,  A;  par  X'—  X,  Ay]  par  Y'—  Y,  IÇ  par 
Z'—  Z.  11  vient  ainsi 

1   X'  =  -^fdu  +  X  +  Y  ('  -  ^  f/«  +  ^  dA  +  Z  ( -  P  da  -+-  g  1  )  f/r), 

(*)     j  Y'=.-gdv  +  xf-0-^  dv  +  ^  di^  +  Y  +  Z  (-  Q  f/r  +f\^  da), 

'  Z  ^X(Pdu-  gDdi)-i-Y(qdi--/Ddu)  +  Z. 

Les  trois  systèmes  de  formules  que  nous  venons  d'établir  forment 
les  prémisses  constamment  invoquées  delà  Géométrie  autour  des  sur- 
faces; aussi,  pour  simplifier  le  langage,  les  désignons-nous  par  les 
lettres  d'ordre  (F),  (  ç.),  ($). 

14.  Recherche  par  la  Géométrie  autour  des  surfaces  et  empiri- 
quement des  coefficients  des  valeurs  des  A.  —  Il  convient  actuelle- 
ment de  rechercher  la  signification  des  coefficients  P,  Q,  D;  ceux-ci 
dépendent  manifestement  de  la  courbure  des  lignes  (p)  et  (m)  qui  se 
croisent  en  O,  et,  comme  ces  courbures  résultent  immédiatement  de  la 
connaissance  des  droites  polaires  de  ((^)  et  («),  on  est  conduit  à  re- 
chercher les  équations  de  ces  droites. 

La  polaire  de  la  courbe  (r)  est,  à  la  limite,  l'intersection  de  deux 
plans  normaux  (infiniment  voisins)  à  cette  courbe. 

L'équation  du  plan  normal  en  O  est 

X  =  o. 
Celle  du  plan  normal  infiniment  voisin  quand  on  se  déplace  sur  (t-), 
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//  varianl  seul,  est 

X'  =  -  fdu  ^  X  -  Y  -^  du  -  ZP  du  =  o. 

Dp  Icllo  sorte  i|ue  la  seconde  équation  de  la  polaire  comprise  dans 
11-  plan  normal  à  (r)  est 

/•4-Y^+ZP  =  o. 

Le  point  où  cette  droite  perce  le  plan  langent  [centre  de  courbure 
liéodésique  de  (^')]  est  défini  par  les  équations 

X  =  o,         /■+Y^^(-=o. 

Le  point  où  elle  rencontre  la  normale  à  la  surface  de  référence 
[centre  de  courbure  de  la  section  normale  tangente  à  (v)]  est  déter- 
miné par  les  équations 

X  =  o.         /  +  ZP  =  o. 

On  \oit  que  +  v^  est  le  rayon  de  courbure  de  la  section  noiiuale 
tangente  à  (c). 

On  objectera  sans  doute  que  nous  faisons  appel  à  des  notions  de 
Géométrie;  mais,  si  l'on  y  voit  quelque  inconvénient,  il  est  très  facile 
d'y  suppléer  en  cherchant  directement,  et  d'après  leur  définition  même, 
les  courbures  de  la  section  normale  et  de  la  projection  de  (c)  sur  le 
plan  tangent,  par  uos  procédés.  Il  nous  parait  inutile  de  rétablir  ici  des 
résultats  tout  à  fait  élémentaires,  qu'on  démontre  avec  une  égale  faci- 
lité, quel  que  soit  le  système  de  démonstration. 

Nous  donnerons  pourtant  la  valeur  du  coefficient  D,  afin  d'indiquer 
dès  à  présent  comment  on  peut  se  servir  des  formules  (F). 

Portons  sur  les  normales  à  (O)  suivant  (r)  une  longueur  constante 
l;  il  vient,  ^  et  r,  étant  nuls. 

AY=-.^//Dr; 
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mais—  est  l'angle  que  la  normale  (mi  O'  fait  avec  le  plan  ZOX;  ./'/// 
esl  la  tlislance  00';  —  D  est  donc  le  quotient  de  ces  deux  quantités,  ou 
le  parainctre  de  déviation  suivant  (c)  (Bertrand). 

1  V> .  Condition  pour  que  deux  directions  suivies  soient  conj  uguêc.s . 
—  Nous  terminerons  ce  Ciiapitre  en  établissant  la  condition  pour  que 
deux  directions  issues  de  O  et  définies  parles  accroissements  du,dv, 
du' .  dv'  soient  conjuguées,  condilion  dont  nous  nous  servirons  à  cluuiue 
instant. 

I^'équation  du  plan  tangent  en  O  à  la  surface  de  référence  est 

Z'  =  X  (  P  du  -  -  D  dv)  +  Y  (  Q  dv  -  /D  du  )  +  Z  =  o, 

(pii  conduit  pour  les  équations  de  la  conjuguée  de  OO'  à 

Z  =  o,  X(  P  du  -  g-  Bdv)  +  Y (  Q  dv  -  /l)du  )  =  o  ; 

mais  ou  a 

X     _     Y 

f,/ii'  ~  ,:,'  ch-" 

il  vient,  après  substitution, 

(2)  dudu'/P  -fi(D(du'dv  -+-  dudv')  +  dvdv'gO  =  o. 

(pii  est  la  relation  cherchée. 


CHAPITRE  II. 

ÉTABLISSEMENT    DES    FORMULES    FONDAMENTALES, 
LORSQUE    LE    RÉSEAU    («,<')    n'eST    PAS    ORTHOGONAL. 

\iî.  Les  valeurs  des  \  ont  la  même  forme  que  dans  l'autre  rus. 
—  Il  est  parfois  très  avantageux  d'introduire  dans  les  calculs  un 
léseau  non  orthogonal  (m,  v)  tracé  sur  la  surface  de  référence,  mais 
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les  formules  de  Géométrie  à  trois  dimensions  sont  trop  compliquées 
lorsqu'on  prend  des  axes  obliques;  aussi,  dans  ce  qui  va  suivre,  exécute- 
i-ons-nous  les  opérations  géométriques  par  rapport  à  un  trièdre  Irirec- 
tanglc  tel  que  OZ  soit  normale  à  la  surface  de  référence  et  que  OX,  O  Y 
soient  les  bissectrices  de  Tangle  que  font  entre  elles  les  lignes  (c)  et(«). 
Nous  désignerons  par  0  le  demi-angle  dans  lequel  est  compris  Taxe 
des  X.  Lorsque  les  paramètres  croissent  de  du  et  dv,  le  point  O  vient 
en  O';  le  f/S=  étant  mis  sous  la  forme 

r/S-  =/=  du-  -+-  g-  dv-  -+-  ifg  du  dv  cos 26, 

on  a  pour  les  dislances  dx,  dy  du  point  O'  aux  axes  O  Y,  (3X 

dx  =  cos 0  {/du  -\-  gdv), 
dy  =  sin  G  {g  rA-  —/du). 

Considérons  maintenant  un  point  JM  dont  les  coordonnées  sont  ;, 
Tj,  'Ç  par  rapport  aux  axes  instantanés  OX,  OY,  OZ,  les  projections 
du  déplacement  MM'  peuvent  toujours  s'écrire 

AX  =  dx  +  X,  -  ?,         AY  =  r/)'  -h  Y,  -  y],         AZ  =  Z,  -  r. 

comme  dans  le  Chapitre  précédent.   Rien  ne  s'oppose  non  plus  à  ce 
que  l'on  garde  les  valeurs  de  X,,  Y,.  Z,  en  fonction  des  six  indéter- 
minées M,  N,  P,  Q,  C,  C. 
Il  vient,  après  substitution. 


(P) 


AX  =  du  {  /cos  0  +  £  -  r,  M  +  r  p) 
+  dv  (^     g  cos  0  +  ^'  -  -/^  N  +  •(  C  ) 

AY  =  du  (- /sinO  +  Jj  +  m  -^IC) 
-hdr  f        -sinO+  '^   +ïi\  -i-'CQ 

AZ=      du(^-Pl^C^ 
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équations  qui  diffèrent  très  peu  de  celles  qui  ont  été  trouvées  plus  haut. 
On  les  traitera  de  la  même  manière  pour  trouver  les  relations  (jtii  lient 
entre  eux  les  coefficients. 


17.  Relations  entre  les  coefficients  des  \.  —  Supposons  donc  que 
le  point  M  soit  immobile  dans  l'espace;  AX,  AY,  AZ  doivent  être  nuls, 
quels  (jue  soient  du  et  <^r.  On  a  donc 

/COSO  -I-  -7^  —  TjM  -h  uP  =  o, 

«^  cos  Oh — r^  —  •/!  N  +  ■£  C  =  o  ; 
^  ai'         '  ■ 

-/sinO  +  ^  +  ^M  +  rC'  =  o, 


du 

I  -t- 

d^ 
du 


sinO  +  5+î^  +rQ  =  o; 
di'  ^ 


pî  _  C'yi  =  o, 


^''         Qyj-C^     =0. 


d< 


On  en  déduit 


^  (/cosO)-  ^  (-cosO)  +  (M  -  +  N/)sinO  +  r, 


-(-f-:;:^-pQ-cco-ï(:^-.^-MQ-t^'N)=" 


_1  (g  sinO)  +  ^  (/sinO)  +  (M  -  -  N/)cosO  +  ^ 


sinO(-C'  +  ,/Q)-+-cosO(P-  -  C/>-  ^ 
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pour  (ju"il  y  ait  une  infinité  de  points  dans  Tespaco,  il  fanl  ([lie 

j[-,(/cosO)-^(-cose)-f-(Mo-+X/)sinO  =  o. 

'  '^  (-sinO)^  ~  (/sinO)  4-(M  -  _  \/)cosO  =0; 


du 


(/M        d\ 


•?■) 


di' 


du 


4-  PQ  -  ce 


«1 


sinO( -C'  +  /Q  )  +  cosO(P  o-  -  C/)  =  o. 

Telles  sont  les  relations  liant  entre  eux  les  six  coefficients;  il  n'é- 
chappera pas  que  ceux-ci  ne  peuvent  plus  avoir  le  même  sens  géomé- 
trique que  dans  les  formules  du  Chapitre  précédent. 

18.  Cooixlonnces  d'un  point  par  rapport  à  deux  tr/ùdres  suc- 
cr.ss-i/s.  —  On  trouve  pour  X'\"Z'  les  A'aleurs 

X'  =  (  /  du  -+-  g  dv  )  cos  0 

+  Y  (  M  du  4-  N  dv)  -  Z  (  P  du  +  C  dv)  +  \, 
( $')        (  Y'  =  {fdu  —  g di-) sinO 

-  X(M  du  +  N  dv)  -  Z(Q  dv  +  C  du)  -  Y, 
Z'  =  X(P  du  +  C  dv)  -h  Y(Qdv  +  C  du)  +  Z. 

lî).  Condition  pou/-  que  deux  directions  soient  conjuguées.  (\ts 
où  le  réseau  (  u,  v)  devient  celui  des  asymplotiques  de  la  surface  de 
référence.  —  Cherchons  la  condition  pour  que  deux  directions 
(du,  dv)  {du' ,  dv)  soient  conjuguées. 

Les  équations  de  la  droite  conjuguée  de  00'  sont 

Z  =  Z'=o, 

X(P  du  -h  C  dv)  +  \{i)  dv  -^  C  du)=  o  : 
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mais,  si  Ton  considère  la  direction  conjuguée  comme  délinic  par  les 
accroissements  du\  d\'' ,  il  faut  ])osor 

X  Y 


{f  du'  -\-  g  de')  cos6         (g  di'' — /du'  )  sinO 

D'où  résulte  la  condition  cherchée 

/•(  PcnsO  —  C'sinO)r/«^///'+  5-(QsinO  -f-  C  cosO)  fAv/f' 

-h  ^(PcosO  -I-  C'  sinf))  du  th'  — /(OsinO  —  CcosO)  c/t'rf«' =  o. 

I']n  particulier,  l'équation  des  asymptoticjues  est  donnée  par  la  for- 
mule 

/(V  cosO  -  C  sinO)  dir  +  g{  Q  sinG  +  C  cosO)  d^- 

+  [^'-(PcosO  +  C'sinO)  — /(Q  sinO  —  C  cosO)]  dit  dv  =  «.. 

(_)n  exprimera  f|ue  le  réseau  (u,  cj  est  celui  des  asymptoticjues  de  la 
surface  de  référence  en  posant 

P  cosO  —  C'sinô  =  o, 
Q  sin  6  -h  C  cos  0  =  o  ; 

mais  la  dernière  des  équations  (o)  pouvant  s'écrire 

/(QsiuO  —  CcosO)-h  °(PcosO  +  CsinO)=  o, 

ou  voit  que  l'on  peut  poser 

C  =  o- sin 0.11= , 

C'=/cosO.IF. 

^'^-  '   P  =/sin0.ir-, 

Q  ^— .,'cosO.H-. 

20.  Ce  que  deviennent  les  équations  de  condition.  —  Dans  ce  cas 
[)articulicr  les  formules  (ç')  se  simplifient;  déjà  la  dernière  a  disparu. 
Si  Ton  remplace  C.  C,  P  et  Q  par  leurs  nouvelles  valeurs,   teuaril 
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compte  des  deux  premières,  on  peut  substituer  aux  deux  suivantes  ces 
formules  remarquables 

df  dU  :^     dH  . 

-■—    -+-   -I-  —  C0S2'J  =  O. 

fdi-  ^  Hdv  ^  f  H  du  "-"^  ' 

.,,  dîT  dH  f    dH  f, 

^  ''  g  du         Hda         g  H  fli' 

M  et  \  sont  déterminés  individuellement  comme  il  suit  : 

i  •       û/     AT        d^\        df         dg  f. 

\  r  ^in20  (    M  +  -)  +  -^  -  ^  COS20  =  o, 

f  /sm2Ô  (-  N  +  ^,)  +  ^  -  ^cos20  =  o. 

Il  en  résulte  }X>ur  la  troisième  des  équations  (9'),  en  remplaçant  2  0 
par  to. 


/"^'H'  sinw 

g  du 
îrdi- 


du  d{' 

- 

d'-  log/- 
■   7'   cosa> 
du  dv 

+ 

Vdv\gdv) 

^  du  \fdu 

+ 

I       di,>  / 
sin'-to  rfc  \ 

df 
^  cos  co 

5-  ^/l- 

+ 

I      doi  f 
sin-(o  du  \ 

dg 
-  -^cosa> 
/du 

on  remai-quera  que 


II  du     '     sin-u)  \ 

,       A'-  dv 

dH              I      / 
H  rfc     '     sin-co  \ 

'         du 
V       Jdu 

dg  \ 


21.  Ce  que  signifient  les  coejjicienls  des  valeurs  desl.  Recherche 
par  la  Géométrie  autour  des  surfaces.  Théorème  sur  les  lignes 
asymptotiques  des  surf  aces"  applicables  sur  la  sphère.  —  Il  nous 
reste  à  trouver,  dans  l'hypothèse  particulière  où  nous  nous  plaçons, 
quelles  sont  les  valeurs  des  éléments  qui  définissent  la  courbure  de  la 
surface  de  référence. 
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11  est  facile  de  trouver  les  rayons  de  courbure  principaux;  en  effet, 
la  courbe  tangente  à  OX  est  une  ligne  de  courbure  ;  son  équation  est 

dv  =  ^  dv  —  /du=  o. 

Ou  sait  (pie  le  centre  de  courbure  principal  correspondant  est  l'in- 
lersection  de  OZ  avec  le  plan  normal  à  celte  ligne  de  courbure  cl  inli- 
niment  voisin  de  O;  il  faut  donc  écrire 

X  =  Y  =  X'  3=  G, 

cV'St-à-dire 

+  (/du  -t-  if  f/r)  cosO  -I-  Z(P  du  -+-  C d^■)  =  o, 
d'où  1  "on  déduit  pour  le  Z  du  centre  de  courbure  principal 

y        COtO 


On  trouve  de  la  même  façon  pour  le  second  centre  de  courbure 
]irincipal 

Z,= 


tangfl 


La  fonction  II  a  donc  un  sens  géométrique  très  précis,  car 

-Z,Z,=  jp- 

H'  r/iangr  de  si<j;nn  rcpi-éscnlc  la  coui-bui-c  de  la  surface  île  ré- 
férence en  O,  dans  le  sens  admis  par  Gauss  (  '  ). 

(')  Les  asyraptotiques  des  surfaces  à  courbure  constante  jouissent  d'une  pro- 
priété remarquable  qui  résulte  immédiatement  des  formules  établies  ci-dessus. 
Pour  ces  surfaces,  II  est  constant  :  on  a  donc 

dl  ^'Jji  ^ 
rlf         (/ti 

D'où  résulte  qu'en  choisissant  convenablement  les  paramèti-es  ii  et  c,  un  peut 
/ou/-/!.  fVe  jVa</i.  (  î*  série),  tome  VII.  —  Fasc.  I,  iSgi.  1 
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Dans  la  théorie  qui  nous  occupe,  les  courbures  des  lignes  asympto- 
tiqucs  jouent  un  rôle  important  :  aussi  convient-il  de  les  calculer. 

Si  l'on  considère  l'asymptotique  dv  =  o,  l'équation  de  son  plan  nor- 
mal est,  en  O, 

Xcosô  —  Y  sin  0  —  o; 

pour  trouver  son  centre  de  courbure,  il  suffira  de  chercher  l'intcrsec- 
tiou  de  sa  polaire  avec  le  plan  tangent  en  O;  or,  la  polaire  est  l'inter- 

preiulre  l'unité  pour  /"et  g;  le  ds-  est  donc 

ds-  =  du-  H-  dv^-  -+-  1  du  di-  cos co. 

Ou  en  déduit  sans  peine  que  : 

Si  l'on  forme,  avec  quatre  lignes  asymplotiques  sur  une  surjace  à  cour- 
bure constante,  un  quadrilatère,  les  côtés  opposés  ont  toujours  des  longueurs 
égales. 

Pour  trouver  les  surfaces  dont  il  est  (|uestion,  il  faudrait  intégrer 

-; — ,-  r=  li*  sintu. 
du  dv 

I.e  plan  correspond  à  un  cas  limite,  dans  lequel  le  problème  se  résout,  car,  II 
étant  nul,  on  a 

d't» 
du  di' 
par  conséquent 

<.,  =  F(«)-f-*(i'). 

(lii  F  cl  't'  sont  deux  fonctions  arbitraires. 
Le  ds-  du  plan  prend  la  forme 

ds-^=  du--\-  dv-+  2c?«<'/i'cos[F(h)+  ■l'Cr)]. 

Celle  intégrale  donne  la  solution  du  problème  : 

Trou\'er  sur  le  plan  tous  les  réseaux  de  courbes  telles  que,  si  ion  forme  un 
quadrilatère  avec  deux  courbe^  de  chaque  famille,  les  côtés  opposés  soient 
égau.r. 

On  vérifie  facilement  que,  tout  le  long  d'une  des  courbes  de  cette  espèce,  les 
ravons  de  courbure  de  toutes  les  courbes  de  la  seconde  famille  sont  ésraux. 
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section  du  plan  normal  on  ()  avec  le  plAn  infiniment  voisin  cpii  a  [)()ui- 
équation 

X'(  cosO  —  sinO  -j-  du\  —  Y'  fsinO  +  cosO  '-j-du\  —  o. 

Revenant  aux  premiers  axes  et  ne  conservant  que  les  inlininienl  pe- 
tits (lu  [)remier  ordre,  il  vient 

M  -  ^)  (XsinO  +  Y  cosO;  -/=  o, 

d'où  résulte,  en  désignant  par  p,,  le  rayon  de  courbure, 

du  p,. 

De  même,  en  désig'uanl  par  p„  le  rayon  de  courbure  de  la  seconde 
asymptotique,  on  trouve 

^  +  ?  =  -- 


CHAPITRE  III. 

RECUERCHE    DES    SYSTÈMES    TRIPLEMENT    ORTHOGONAUX. 
FORMULES    FONDAMENTALES    POUR    LA    CORRESPONDANCE   DE    DEUX    ESPACES. 

22.  Trouver  li's  surfaces  Icllcs  qu  un  réseau  con.juiiU('-,  Irarè  sur 
elles,  se  projette  suivant  le  léseau  des  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face de  référence.  —  Avant  d'aborder  la  théorie  générale  des  sys- 
tèmes triplement  orthogonaux,  il  nous  faut  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

Trouver  les  sut  faces  (S)  telles  que  les  développahles  Heur  de 
normales  à  la  surface  de  référence  (O)  les  découpent  suii^int  des 
I •ésen ur  ro njugués . 
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l^rt'iKins  pour  réseau  (w,  (')'celui  des  lignes  de  courbure  de  (O)  et 
(lésii;nons  par  /  la  longueur  du  segment  de  la  normale  compté  à  par- 
tir de  O  jusqu'à  la  rencontre  de  (S)  en  S;  il  s'agit  de  trouver  Féqua- 
lion  différentielle  à  laquelle  satisfait  /. 

Les  coordonnées  instantanées  du  point  S  sont 

^  =  r,  =  o,         •(  =  /, 
D  est  nul  ;  on  a  donc  pour  les  formules  (F)  le  système 

AX  =  ./«(/+P/), 

AY  =  ^A-(-  +  Q/), 

.  r.  ,      dl  ,     dl 

AZ  =  du  ~ — h  dv  -r-  - 

dit  dv 

L'é(piati(Hi  du  plan  tangent  à  (S)  en  S  est  dès  lors 

Z-/_  ......  Q^ 

Il  faul  exprimer  cpie  sa  caractéristique  dans  riiypolhèse  r/f  =  o 
coïncide  avec  le  segment  décrit  par  S  dans  Thypothèse  du  =  o.  Il  suffit, 
évidemment,  de  considérer  la  parallèle  à  la  caractéristique  menée 
l)ai'  l'origine  :  on  supprimera  donc  les  termes  indéj)endants  de  X,  Y,  Z 
dans  l'équation   de  la  seconde  position  du   plan  tangent  à  (S).   On 


Z'  = 


du  d  du        1    , 

lT^i^d7AjTV7-,r^"j 


du\Y'. 


Snlisliluant  les  valeurs  de  X',  X',  Y', 
Z  =  P  du  X  +  Z, 


X'  =  -  fdu  +  X  -  -^  duY  ^  P  duZ 


.   du\ 
df 
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Cl  rt'iluisaiil,  comme  il  a  ctc  dit,  on  Irouvc 

dl  /     dl      \ 

j  +  Vl\gdi'  J       du\/+Pl/ 

dl  /     dl 

di'       /  ^/    \  V  '^1         ^'' 


^    X+  ^    _1!1^,     Y 


A'-  +  Q  l  \ff  dvj  '  du  \g  -+-  U  / 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs 

X  =  AX  =  o,         Y  =  AY  =  dv(:r  +  Q/),         Z  =  AZ  =  .A-  ^. 

(jui  correspondent  au  déplacement  de  S  dans  riiypolhèse  du  =  o. 
De  telle  sorte  qu'il  reste 

dl  /     ^     \ 


Développant  et  tenant  compte  de  la  condition  exprimée  par  lune 

des  formules  (o), 

df  ^        d\' 

on  trouve  l'équation  définitive 

/    \  d' l  dl    d   ^       ,  ...  dl    d  ^       ,  ,.       ,» , 

(7)        -diTcû-d.in,  i«8-^-  +  <^^0  -  ,7^  ^t;:  log(,/  +  IV). 

On  voit  avec  quelle  simplicité  se  traite  le  problème;  il  suffit  de  cet 
exemple  déjà  complicjué  pour  faire  voir  tout  l'avantage  d'une  méthode 
(jui  supprime  les  difficultés  de  signes  et  rend  inutiles  tous  les  eflbrts 
géométriques  directs  qui  n'ont  pas  trait  au  fond  même  de  la  question. 
D'un  autre  côté,  l'emploi  d'une  méthode  uniforme  de  recherche  rend 
infiniment  plus  sûres  et  plus  rapides  les  investigations;  il  permet  d'ex- 
poser les  résultats  obtenus,  sans  efforts. 

On  peut  vérifier  l'équation  (7)  par  quelques  exenqiles  évidents  : 
ainsi  les  surfaces  parallèles  à  (  O)  et  les  deux]  nappes  de  la  développée 
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dL>(0)  sont  évidemment  des  surfaces  (S);  on  voit,  en  effet,  que  l'équa- 
tion est  vérifiée  pour 

/  =  const.,  ,^  +  Q^  =  Oi         /+P/:^o. 

25.  Cas  oit  la  surface  est  infiniment  voisine  de  la  surface  de 
référence.  —  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  problème  en  question; 
pour  le  moment  nous  considérerons  seulement  le  cas  où  la  surface  (S) 
est  infiniment  voisine  de  la  surface  de  référence.  On  peut,  dans  ce  cas, 
poser 

où  dç,  désigne  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  constant;  ce  sera, 
si  Ton  veut,  Taccroissement  d'un  paramètre  donnant  consécutivement 
les  surfaces  (O)  et  (S)  comme  faisant  partie  d'une  même  famille. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  /  dans  (7)  en  négligeant  les  infiniment 
j)etits  d'ordre  supérieur  au  premier,  il  vient 

^  dm    __  f/H    d£_       rm    dg 

dit  dv        du  f  dv         dv   g  dii^ 

équation  linéaire  par  rapport  à  H. 

24.  Défi nition particulière  des  systèmes  triplement  orthogonaux. 
Variation  du  d'à-  en  passant  d'une  surface  à  la  surface  infiniment 
voisine.  Théorème  de  M.  Dupin.  —  Abordons  maintenant  l'étude  des 
systèmes  triplement  orthogonaux. 

Considérons  trois  familles  de  surfaces  telles  qu'une  surface  quel- 
conque d'entre  elles  coupe  toutes  les  autres  à  angle  droit  et  désignons 
par  [A],  [B],  [C]  les  familles;  soit(O)  l'une  des  surfaces  de  f  A|;  les 
traces  des  surfaces  [B]  et  [C]  sur  (O)  constituent  un  réseau  orthogo- 
nal que  nous  prendrons  pour  réseau  (w,  v). 

Pour  que  le  système  existe,  il  faut  que,  si  l'on  prend  la  surface  (S) 
infiniment  voisine  de  (O)  et  appartenant  à  f  A],  les  normalies  menées 
le  long  des  courbes  du  réseïu  («,  i')  découpent  sur  (S)  un  réseau  or- 
lliogonal. 

De  même,  il  faudra  pouvoir  passer  de  (S)  dans  les  mêmes  condi- 
tions à  une  seconde  surface  infiniment  voisine  et  appartenant  à  [A]. 
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Si  les  opératioHs  réussissent  conséculivement  sur  toutes  les  surfaees 
de  [A],  il  est  clair  que  le  système  triple  orthogonal  existe. 

Pour  obtenir  la  surface  (S)  portons  sur  les  normales  à  (O)  une 
longueur  H  dp  fonction  de  u  et  v,  dp  désignant  raccroisscment  du  ])a- 
ramètre  des  surfaces  [A]  quand  on  passe  de  (O)  en  (S). 

Calculons  le  dS'-  de  la  surface  (S");  on  a  pour  les  formules  (F)  dans 
l'espèce 

AX  =  du(/  +  PH dp)  -  dvgDH dp. 

AY  =  du/DUdp  -+-  dv(  g  +  QH  dp), 
AZ  =  du  -.-  dp  -\-  di'  -r^  dp. 

D'où  résulte  facilement  le  rfS-  ;  mais  nous  n'avons  (pi'à  considérer  le 
terme  en  du  dv  de  cette  expression  :  il  est 

a^.rfcj-./VDH4  +  H^./p^[j^j||,-D^P^  +  ()/)]|. 

On  remarquera  que  nous  avons  fait  le  calcul  comme  si  llrfpétait 
une  quantité  de  grandeur  finie,  c'est-à-dire  comme  si  (S)  n'était  pas 
infiniment  voisine  de  (O).  Pour  que  l'image  du  réseau  (h,  v)  sur  (S") 
soit  un  réseau  orthogonal,  il  faut  et  il  suffit  que  le  terme  en  du  dv  soil 
nul  et,  si  nous  supposons  encore  Wdp  fini,  que 

-  -fs"^  -  ™p  [^^  i^  _  D^P,.  +  ()/)]  =  o. 

Il  est  clair  que  le  premier  membre  de  cette  équation  représente  le 
coefficient  de  du  dv  dans  l'expression 

Or  ce  coefficient  doit  tendre  vers  zéro  en  même  tenqjs  cpu»  dp,  ce 
qui  n'est  possible  cpi'autaut  que 

D  =  o. 
Ainsi,   pour  qu'il  existe   un  .système   triplement  orthogonal  de 
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.surfaces,  il  fauî  que  toutes  les  sur/aces  de  deux  familles  coupent 
une  surface  quelconque  de  l'autre  famille  suii'ant  ses  lif^nes  de 
courbure. 

C'est  le  théorème  de  INI.  Ch.  Dupiii. 

25.  Equations  définissant  un  système  triplement  orthogonal.  — 
Nous  venons  crétablir,  en  somnne,  qu'étant  données  deux  surfaces  in- 
iîninient  voisines  (S")  et  (O),  si  l'on  mène  à  (O)  les  normalics  princi- 
pales, elles  découpent  (S)  suivant  un  réseau  que  Ton  peut  considérer 
comme  orthogonal,  aux  quantités  du  second  ordre  près. 

Mais,  pour  que  le  système  triple  orthogonal  existe,  il  faut  que  Ton 
j)uisse  partir  de  (S)  comme  de  (O),  c'est-à-dire  que  l'image  du  ré- 
seau (u,  r)  sur  (S)  constitue  le  réseau  des  lignes  de  courbure  de  cette 
surface.  Or  ce  réseau  est  déjà  rectangulaire  :  il  suffit  donc  d'exprimer 
qu'il  est  conjugué. 

Il  résulte  du  problème  étudié  au  commencement  de  ce  Chapitre 
(jue  cette  condition  est  exprimée  par  l'équation 


dm 

_  dH    df         dU    dg 

du  dv 

du  fdv         di'  ffdu 

Les  fornuiles  de  Codazzi  deviennent  ici 


d  /  df 
dv\gd^ 

■■)-; 

dP 
Qdv 

àf 
gd. 

dQ 
Pdu 

dg 
./  du 

On  voit  que,  si  ces  quatre  dernières  équations  se  vérifient  en  tous 
les  points  des  surfaces  (A),  le  système  triple  orthogonal  existe. 

26.  Etablissement  des  formules  de  Lamé.  Quatre  seulement 
sont  nécessaires.  —  Considérons  maintenant  le  r/S-  de  l'espace  rap- 
porté au  système  des  trois  familles  et  mis  sous  la  forme 

rfS=  =  H-  df  +  H;  do\  +  WUlf^  : 
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on  posant 

p,  =  M,  p,  =  C,  II,   =  /,  Hj  =    f', 

la  première  équation  de  condition  devient 

<y-H         d\l    <m,         dn    dH, 


dp,dz2         dpi  \lidp,         dpi  li^dp^- 

mais  il  faut  connaître  les  valeurs  de  P  et  Q  en  H,  H,,  [IL  pour  trans- 
former les  suivantes.  Nous  pourrions  faire  remarquer  que  le  ra^  on  de 
courbure  géodésiquc  sur  (p.,)  de  la  ligne  de  courbure  tangente  à  OX 
est  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  à  (p)  tangente  à 
OX;  mais  cet  artifice  géométrique  peut  laisser  les  signes  incertains; 
on  trouvera  sans  doute  plus  satisfaisant  le  procédé  que  voici  : 

Quand  on  passe  de  (O)  à  (S),  on  a,  pour  l'accroissement  du  r/S^, 
l'expression 


Hd? 


rf»-|./i'+[f,(^'y+i"ii],/pj 


qui  s'obtient  en  ajoutant  les  carrés  de  AX,  AY,  AZ.  On  peut  la  ré- 
duire à 

-r^  (dS'  )  =  du-fV  +  dv-  -(,)  =  do\  H,  P  +  do\  IL  O  ; 

mais,  le  dS-  des  surfaces  (A)  étant  mis  sous  la  forme 

f/S^  =  II;  f/p;  +  H^/p=, 
on  trouve  immédiatement 

A      ^  ,^,^        ,  „  H,  d\\,         ,  .,  —H,  d\l. 

———  (d^-)  =  dp    -rr  -7 ^  dp:,  -y~  —^  ■ 

2  H  ap  ^  '  '   U      d}  '  -      II        dp 

D'où  résulte  que  Ton  a 

p  _  ^". 
H  dp  ' 

O^i^^i. 

<         \\.dp        . 
Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  VII.  —  Fasc.  I,  i8yi.  •") 
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Substituons  dans  les  formules  de  Codazzi  et  réunissons  les  qualre 
équations  de  condition  nécessaires  et  suflisantes 


dm         dll    dU,         dll    dïU 


ir) 


dpidp,        dpi 

Hirfp,    '    d?ï   ^^if^dx' 

dH\,         d\\, 
dp,  dp        dp. 

d\\,         dll,     f/H 
\\,dp    '     dp    \{dp,' 

dm,      dn, 

dp  dpi         dp 

d\\       d\\,  f/n, 

Wdp,    '     dp,    11,  rf?' 

rfll,    d\h 

d    /  f/H,   \          rf    /   f/H, 

dp\\\,dpj    '    dp,\\\,dp. 

M  dp  Wdp    ' 

Il  est  clair  (jue,  si  l'on  permute  la  dernière  équation,  on  en  oi)li('ii(lra 
deux  autres  également  vraies,  mais  on  est  assuré  qu'elles  se  déduisent 
du  système  précédent,  qui  à  lui  seul  définit  les  familles  triples  ortho- 
gonales.    • 

27.  Etahlisscincnt  des  \  à  trois  variables.  —  Il  nous  reste  à 
trouver  les  formules  fondamentales  qui  permettent  d'établir  la  corres- 
[)ondance  de  deux  espaces. 

Un  point  M  du  second  espace  correspond  au  point  O  du  premier; 
on  se  donne  à  chaque  instant  les  coordonnées  ^,  yj,  (^  de  M  par  rapport 
au  Irièdre  OX,  0\,  OZ  tangent  à  trois  surfaces  orthogonales  se  cou- 
pant en  O.  Il  s'agit  de  calculer  les  AX,  AY,  AZ,  projections  de  MM 
sur  les  trois  axes,  lorsque  les  paramètres  p,  p,,  p^  s'accroissent  de  rfp, 
(fp,,dp,. 

Supposons  (pie,  dp  etc/p,  restant  nuls,  p.  croisse  seul;  on  déduit  im- 
médiatement des  fornmles  (F), 

AY.=..fii..vi^.^^^;;|e 

AZ.^f/o 


(.., 

-t- 

r/r, 

'o, 

(Ê 

-  - 

dU, 
Il  do  '' 
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|ic'niiul;iiit  doux  fois  consécutivement,  il  \ii'nt 
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pins 


^-7  7      fil  (f-  '/" 


à\  =  d? 


(h 


tn 


II,  ./s, 


f/H, 


f/ll, 


■^2'  =  <-(;7^-ii<. 

AY  -do  (^  -  -'-"'   !^ 


f/II, 


Si  les  trois  paramètres  croissent  en  même  temps,  les  A  délinitil's 
sont  la  somme  des  A  partiels,  de  telle  sorte  cjue  les  fonnules  fonda- 
mentales peuvent  s'écrire 


(P) 


AX  =  t/p  (  ^  - 


dH         y 


f/II, 


dU, 


AY  =  d. 


d^ dU^ 

dr,   _       dH      y\ 

7h  ~  \u7h,  " ) 


dz.. 


-(-f/?.,(Ii„-t- 


l?.[ 


do, 


dll,      y\ 


..  j     l  dX,  f/H,  V 


1  ri 


+  '^?f"  +  ^  + 17:77^ 


II,  ^/;,  ^ 
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28.  TransJ'oimation  de  coordonnées  en  passant  d'un  Irièdre  au 
Irièdre  infiniment  voisin.  —  Nous  déduirons  ultérieurement  les  con- 
sé([uences.  Il  suffira  seulement  de  tirer  de  ce  qui  précède  les  formules 
(le  transformation  pour  terminer  rétablissement  des  prémisses  de 
noire  tiiivail. 

A\  =  o,         A^  =  X'  -  X,         ^  =  X, 
AY  =  o,         Ar,  =  Y'  -  Y,  y;  =  Y, 

AZ:=o,  A:=Z'-Z,  r=Z; 

on  trouve,  tout  calcul  fait, 

'  X'=  X  -  II,  r/p,  -  Y  |r{^  do,  -  ^  dp.,  I 

I    "2  "?2  'm  "?1  I 

-+-  A      q— 7-  «?     —      TT^r     do,     , 

I  H,  d^i       '  Il  <7p         '    '  I 


(*") 


\    =  1  -  ri,  4,  -  /     rr-r   "'P^  -  n— 7-  dp 

Z'=.Z_II  4  -X|/;-./c    -   !^dp, 
'  !  H,  f/p,     '  II  f/î      I  ' 

v-l  dn,     ,  dW     , 


Hrfp      '-        \\,do. 
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DEUXIÈME    PARTIE. 

APPLICATIONS. 


CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE  DES  FAISCEAUX  DE  DROITES  PARALLÈLES  AUX  NORMALES 
DE  LA  SURFACE  DE  RÉFÉRENCE. 


29.  Équation  de  la  variation  du  plan  tangent  à  une  surjacv 
élémentaire  du  faisceau.  —  Nous  étudierons  tout  d'abord  les  fais- 
cfaux  de  droites  individuellement  parallèles  aux  normales  de  la  sur- 
face de  référence  (O). 

Le  réseau  (w,  i')  sera  orthogonal. 

Lorsqu'on  suit  un  chemin  sur  (O),  les  droites  du  faisceau  formeul 
une  surface  gauche  élémentaire  correspondant  à  la  norma!ie(|ui  a  pour 
hase  la  courbe  suivant  laquelle  se  déplace  O. 

Le  plan  tangent  à  cette  surface  gauche  est  fonction  de  la  position  du 
point  de  contact  sur  la  droite  ainsi  que  des  paramètres  du  et  dw  Dési- 
gnons par  0  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  ZOX;  soient  \  et  v]  les  coor- 
données du  point  où  la  droite  perce  le  plan  XOY  et  X,  la  hauteur  dw 
point  de  contact  au-dessus  de  ce  plan.  (Quelle  que  soil  la  varialion  de  I- 
il  est  visible  que 

tangO  =  ^, 

où  W  et  A\  ont  les  valeurs  habituelles;  donc 


(9)      tangO  = 


""(^■-^--î^'-'=)-*(^-/^'- •'"=)■ 
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Telle  est  réquation  de  la  surface  élémenlaire;  elle  remplit  analyti- 
([iieinent  l'office  de  la  droite  auxiliaire  dans  les  théories  géométriques 
de  M.  Mannheim. 


50.  Equation  des  distances  focales.  —  Nous  désignerons  la  droite 
par  (î\),  par  M  son  point  d'intersection  avec  le  plan  langent  en  O; 
toutes  les  droites  (N)  constituent  un  faisceau  qui  enveloppe  deux  sur- 
faces focales  (A)  et  (B).  Soient  A  et  B  les  foyers  situés  sur  (N).  En 
ces  points,  les  plans  tangents  aux  surfaces  élémentaires  restent  invaria- 
bles, quels  que  soient  les  accroissements  du  et  dv\  on  doit  donc  avoir 

„o)  ,ango=  ^;?^r    =1:^".^^'"^^ 

du        gdi-  di-        fdii  '^ 

remplaçant  "(  par  Z  et  ordonnant,  il  vient 
ZHfglr--  PO) 


Ui) 


du         gdv^)\dv        /d7i'^^ 

c/l  df 


f    ^      d\      ^       df        \  /  dy,  dii    y\ 

\'  du         ^'f/i-    7  \c         dv        J  du     I 

31.  Equation  des  plans  principaux.  —  Si  l'on  suit  certaines 
lignes  sur  (O),  les  droites  (N)  se  rangent  suivant  des  surfaces  déve- 
loppables  ;  le  plan  toujours  tangent  est  le  même  tout  le  long  de  la  gé- 
nératrice, sauf  à  l'arête  de  rebroussement. 

Il  y  a  donc  deux  pians  tangents  principaux- ,  tangents  aux  surfaces 
focales  (A)  et  (B).  On  obtient  leur  équation  en  éliminant  '(  entre  les 
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trois  «''(jualiolis  (^lo),  ce  qui  donne 


.^(d\  fis;      \  ,^fdr,  df  rX 

oi^ji  -  Xt\-  mis  +  '^  +  j^; 


52.  Nous  appellerons  images  principales  les  courbes  qu'il  faul 
suivre  sur  (O)  pour  que  les  droites  (N)  se  coupent  conséculivenienl. 

Si  Ton  suit  Tune  de  ces  courbes,  la  valeur  de  tangO  doit  être  indé- 
|)endantc  de  'Ç  :  donc 

^    /dr,         df  ,\        ,  (         rfïi        df;   A 
D'où  résulte,  en  ordonnant, 


(i(>  [i 


(■3) 


'  -  '^'    r-  \T.-fW,  -^  )  +  »  ^  (/  +  ;â^  +  ,7777,  '"  )\  =  "• 

53.  Condition  pour  que  le  faisceau  soit  formé  des  normales  à 
une  surface.  Théorème  sur  la  transformation  des  faisn-au-r.  — 

Cherchons  dans  (pielles  conditions  les  droites  (ÎN)  penvenl  èlrc  les 
normales  d'une  surface. 

Pour  (jue  cela  ail  liru,  il  faut  que  les  plans  principaux  soient  rectan- 
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:;ulaiit's,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  termes  extrêmes  de  (12)  doit 
•Hre  nulle.  En  remplaçant  dans  la  condition  P  7^,'  Q  ^r^^:  tirées  des 
équations  (  cp),  on  trouve  facilement 

(Toù  résulte 


Q^-.^^D 


du 
cTL 


On  peut  arriver  plus  directement  :  en  efTet,  supposons  que  les 
droites (N)  soient  normales  à  des  surfaces  et  soit  Z  le  J^  du  point  où  (i\) 
perce  Tune  d'entre  elles.  Il  est  visible  que  le  AZ  de  ce  point  est  con- 
stamment nul,  quels  que  soient  par  conséquent  du  et  dv. 

Les  formules  (F)  conduisent  immédiatement  aux  équations  trou- 
vées ci-dessus. 

I^a  condition  (i/j)  permet  d'établir  une  propriété  intéressanLe.  Sup- 
posons, en  effet,  que  le  réseau  coordonné  soit  celui  des  lignes  de  cour- 
bure de  (O),  la  condition  devient 

Or  1'  et  {)  ne  dépendant  que  de  l'image  sphérique  des  lignes  de 
courbure,  il  en  résulte  : 

Si  Von  considère  toutes  les  surfaces  ayant  même  image  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure  et  que  l'on  construise  par  rapport  à 
leurs  normales  des  droites  (N)  avec  les  mêmes  ^et  y],  tous  les  fais- 
ceaux de  droites  ainsi  obtenues  sont  normaux  à  des  surfaces,  si 
l'un  d'entre  eux  jouit  de  cette  propriété. 

54.  Surfaces  ayant  même  image  sphérique  que  la  surface  de 
référence.  —  Il  est  logique  de  chercber  comment  on  peut  trouver 
toutes  les  surfaces  ayant  même  image  sphérique  que  la  surface  de  ré- 
férence. 
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Supposons  donc  (N)  normale  à  l'une  de  ces  surfaces  et  soit  Z  le  "(  in- 
stantané de  celle-ci.  On  a  d'abord,  par  rapport  aux  lignes  de  courbure, 

î:  _    ^^  .   _    <^Z 

^  ~  Pdu'         "''  ~  Q^' 

mais,  dans  l'espèce,  réquation  (  i3  )  doit  se  réduire  à 

du  f/i-  ^  o. 
On  doil  donc  avoir 

/    -\  (tt,  (If    r         d\  di; 

'  du         gd\'  dr        fdu    ' 

Substituant  les  valeurs  de  ^  et  y]  en  tenant  compte  des  équations  (:;), 
on  trouve 

,   P ,  d'-Z     _dL    dV         dL    dq 

équation  qui  ne  contient  que  les  éléments  de  l'image  sphérique.  Ou 
peut  donc  supposer  que  (O)  est  la  sphère;  Z  représentera  alors  la 
distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  tangent  de  la  surface  dérivée 
qui  a  pour  image  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure  le  réseau  ortho- 
gonal {u,  l). 

On  déduit  sans  peine  de  ce  (jui  précède  la  propriété  suivante  : 

5/  l'on  suppose  divers  mobiles  de  masses  quelconques  déci-ivant  à 
la  fois  et  parallèlement  des  trajectoires  tracées  sur  des  surfaces 
ayant  même  image  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure,  le  centre 
de  gravité  du  système  se  déplace  aussi  sur  une  surface  de  même 
nature. 

ôîi.  Autre  solution  du  même  problème.  —  Le  même  problème 
peut  être  abordé  autrement;  en  elfet,  les  équations  (i5)  cond)inées 
donnent 

Juuni.  de  Math.  (\'  série),  loine   V.   —   Kasc.  I,   i8gi.  U 
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d'où  résulte  que  Ton  peut  poser 


^ 


dk  y  _  _    dk 

g  d\'  ~  f  du 


Substituant  clans  Tune  des  équations  (iû),  on  trouve 
d-\         d\    df         dK    r/i' 


(•7) 


diidv         du    J'dt'         </r   A' c/« 


Il  est  facile  de  trouver  le  sens  géométrique  de  la  fonction  A.  Consi- 
dérons une  famille  de  sphères  dont  les  centres  soient  sur  (O  )  et  dont 
les  rayons  R  soient  fonction  de  u  et  r;  calculons  les  H  et  r^  de  leui' 
corde  de  contact  (N),  l'équation  d'une  sphère  est 

celle  de  la  sphère  infiniment  voisine  est 

X'^-^-  Y'-  +  Z  =  =R--+-2RAR. 
On  déduit,  après  substitution  des  valeurs  ("I»),  l'équation 


dit    J  V"  di 

D"où  l'ésuUe,  pour  définir  (  \), 

ç  _  _  Rdl\  _  _  RdR 

On  voit  que  Ton  peut  écrire 

2A-R^ 
D'où  cette  proposition  : 

Etant  doimci's  deux  surfaces  ayant  même  image  sphëriquc,  les 
normales  de  l'une  peuvent  être  considérées  comme  les  cordes  de 
contact  d'une  famille  de  sp/icres  ayant  leurs  centres  sur  l' autre. 
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50.  Rapprochement  m'ec  la  théorie  des  systèmes  triplement  or- 
thogonaux. Systèmes  orthogonaux  dans  lesquels  toutes  les  sur/aces 
d'u/ie  famille  ont  même  image  sphérique .  —  On  reiiiarqiiera  qiio 
l'(''(|iialion  (17)  n'est  autre  que  celle  à  l'aide  de  laquelle  on  ol)tient  une 
suil'ace  (^S  )  infiniment  voisine  de  (O)  et  faisant  avec  elle  partie  d'un 
système  triplement  orthogonal.  Cette  connexité  singulière  entre  (Icn\ 
tliéories  si  distinctes  conduit  à  d'intéressants  développements;  mais 
poui-  le  moment  nous  ne  poursuivrons  qu'un  cas  particulier,  celui  où 
la  surface  (S),  infiniment  voisine  de  (O),  a  aussi  même  imajue  sphé- 
rique de  ses  lio;nes  de  courbure. 

Désignant  par  Zf/p  le  w  de  la  surface  (S)  considérée  comme  ayant 
même  image  que  (O),  cette  fonction  satisfait  à  l'équation  (16);  ou 
exprimera  que  (S)  fait  partie  avec(0  )  d'un  système  trij)le  orthogonal 
en  écrivant  cjuc  le  segment  de  la  normale  à  (  O  )  prolongée  jusqu'à  (S) 
satisfait  à  l'équation  (17).  Mais  ce  segment  ne  diffère  de  Z  t/p  cjue 
d'une  quantité  du  second  ordre;  on  doit  donc  vérifier  à  la  fois  (iG)  et 
(17)  en  y  substituant  Z  (car  d^  disparaît). 

On  obtient,  en  retranchant  (iG)  et  (17)  et  tenant  conqjte  des  équa- 
tions de  Codazzi, 

^  '  î^^  S  lu-  dIi~J  dit   Zr  ■ 

Il  convient  pour  réduire  la  question  d"('xj)rimer' /  cl  g  en  foiicliou 
<le  Z,  P  et  Q;  or  on  a 

,  df  d\>  d^         „  dO 

^        -^  dv  •■'   Orfi'  du        ■'  Vda 


d'où  résulte  avec  (  19  ) 


dq    ([L 
df    _  <Jd7i  7ù- 
fdl'  "       ^Z~  ' 
du 

dV    dZ 

df; l-*  di-  du  _ 

?;  du  '  f/Z       ' 

TU- 
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mais,  en  vertu  de  (i6),  ceci  peut  s'écrire 

df  d  .         dZ  dg  d  .         dZ 

fdi'  "~  rfc     »  Vdu  g  du         du      fe  Q  dv 

pai'  conséquent 

Substituant  dans  les  équations  (20  ),  Z  s'élimine  et  il  reste 

rf_  Çp  _  ^  p:= 
diiY  ~  dv  U  ■ 

Il  est  clair  qu'on  peut  particulariser  les  paramètres  u  et  t-  de  telle 
façon  que  U  et  V  soient  égaux  à  l'unité.  On  voit  alors  que  la  solution 
(In  problème  est  donnée  par  le  système  d'équations 


(■l^) 


La  première  de  ces  conditions  peut  s'écrire 

du  ^  dv 

Ainsi  l'imag-e  sphérique  des  lignes  de  courbure  de(0)  est  telle  (jue  le 
(/S^  de  la  sphère  prend  la  forme 

du  dv 

Lorsqu'on  connaîtra  sur  la  sphère  un  réseau  satisfaisant  à  cette  con- 
dition, on  cherchera  l'intégrale  de  (iG)et  chaque  valeur  de  Z  don- 
nera une  surface  (O)  répondant  à  la  question. 


liQ^ 

,_    d 
~  dv 

P% 

/= 

dZ 
Pdu' 

o- 

= 

dZ 

Qdi'' 

du  dv 

dZ 

~  du 

f/P 

Pf/r 

-h 

dZ  rfg 

dv  Qdu 
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Au  point  de  Yuc  analytique,  la  solution  a  élo  simplifiée  autant  (pic 
possible,  mais  elle  peut  être  éclaircie  encore  au  point  de  vue  i.'éoiii<''- 
trique. 

37.    Toute  surface  sur  laquelle  le  f/S^  =  -^ihr-^  -j-A^'  l'êpoud 

à  la  question.  —  Cherchons  à  fjuellcs  conditions  géométriques  doit 
satisfaire  chacune  des  surfaces  ((3)  d'une  famille  (A)  pour  cpie  : 
1°  toutes  aient  même  image  sphérique;  2°  que  (A)  fasse  partie  d'un 
système  triplement  orthogonal. 

La  première  des  équations  (^21)  peut  s'écrire 

ciq    _    dP_ 
Pdu  ~  Qd^'' 

mais,  comme  dans  l'espèce  on  suppose  connues  les  trois  équations  de 
Codazzi,  cela  revient  à  dire  cjue 

d^    ^i</  , 
/du        ffdv' 

par  conséc|uent  f'^  et  g-  sont  les  dérivées  partielles  dune  même  fonc- 
tion. 

Je  dis  maintenant  qu'il  résulte  de  cette  condition  et  des  étpiations 
de  Codazzi  que 

Si  l'on  développe,  en  tenant  comjjle  de  (20  ),  il  vient 

d'où  résulte,  en  effet,  la  condition  fondamentale.  On  peut  donc  poser 
légitimement  la  seconde  et  la  troisième  équation  du  système  (21);  la 
quatrième  résulte  immédiatement  de  la  substitution  des  valeurs  de  / 
et  g  dans  une  des  écjuations  (20).  (^uant  à  la  cinquième  équatif)n,  elle 
est  supposée  vérifiée  d'avance,  puisqu'on  se  donne  {O). 
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(  )n  poul  rosuincr  ainsi  (ju"il  suit  tout  ce  qui  précède  : 

Si  le  réseau  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  (O)  est  tel  que 
les  coefficients  du  dS'-  soient  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction,  on  peut  déduire  de  la  surface  toute  une  famille  {A)  fai- 
sant partie  d'un  système  triplement  ortJiogonal;  toutes  les  surfaces 
de  cette  famille  ont  même  image  spliéi-ique  :  le  dS'^  de  la  sphère  est 
de  même  Joi-me  que  celui  de  cluicuiie  des  sur  faces  considérées. 

Dans  sa  thèse  sur  les  coordonnées  curvilignes,  M.  Darboux  a  consi- 
déré le  système  composé  de  trois  familles  telles  que  (A)  se  coupant 
mutuellement  à  angle  droit;  il  a  trouvé  que  toutes  les  surfaces  d'une 
même  famille  sont  identiques.  Il  serait  très  simple  de  vérifier  ce  résul- 
l:il  à  laide  des  formules  du  Chapitre  précédent,  mais  cela  nous  écarto- 
iiiil  li-on  (le  noti'e  sujet. 

58.  Si  les  droites  d'un  faisceau  o/il  pour  images  principales  sur 
(  <)  )  un  réseau  conjugué,  elles  sont  les  cordes  de  contact  d'une  fa- 
illi lie  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  (O).  —  Revenons  aux  foi- 
mules  générales  et  cherchons  dans  quelh^s  conditions  les  images 
principales  sur  (O)  du  faisceau  de  dioiles  (N  U'orment  un  réseau 
l'oujugué. 

(  lomhinant  les  formules  ('2)  et  (  1  i  ),  il  vient  sim})!enient 


'■sulle 


nnime  au  n"  .">,'>.  Ainsi 


Lors<iuc  les  images  principales  d'ii/i  faisrrau  de  droites  (\) 
firiiiriit  un  réseau  conjugué  sur  la  surface  de  l'éférence  {O),  les 
dnnles  p<'ini-nl  être  considérées  connue  les  cordes  de  contact  d'une 
famille  de  sphères  ayant  leur:;  centres  sur  (  (  )  ). 
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59.  Relation  entre  les  plans  principaux  du  faisceau  et  les  inui^es 
principales.  —  On  peut  faire  encore  une  remarque  qui  coinpléle  le 
résultat  préctkleul.  Lorsqu'on  suit  une  courbe  de  l'image  principale, 
Tcquation  (9)  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  (^,  puiscpic 
le  plan  langent,  tout  le  long  de  la  génératrice,  est  le  même;  ou  peiil 
ilonc  écrire 

î^  P  du  —  gDd^' 

mais  la  condition  (2),  (pii  exprime  que  les  deux  directions  du.  (h\ 
du',  dv'  sont  conjuguées,  peut  s'écrire 

fdii'        —  /J)dii  -hQdi' 

H ' ^^= —  =  o. 

^'c/e'  P  du  —  ffD  di- 

On  a  donc  la  relation 

langO+^:^,=o, 

(jui  s'exprime  géomélri(jucmenl  ainsi  : 

Lorsqu'on  suif  sur  (O)  u/u^  courbe  de  l'image  principale  du  fais- 
ceau (N)  {cjuel  qu'il  soit),  te  plan  tangent  à  la  génératrice  N  est 
perpendiculaire  à  la  droite  conjuguée  de  la  direction  sunie. 

Cette  proposition  coïncide  avec  cette  autre  bien  connue  :  !<■  |ilan 
central  d'une  normalie  contient  la  direction  conjuguée  de  la  base. 

Dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons,  celui  où  l'image  prin- 
cipale de  (M)  est  conjuguée,  on  voit  que  les  tangentes  auv  deux 
courbes  images  sont  les  normales  aux  plans  principaux  du  faisceau  (>(  ). 
Le  théorème  énoncé  au  n"  58  donne  l'inlégrale  de  ces  faisceaux. 

iO.  Si  les  cordes  de  contact  de  sp/tères  sont  normales  à  des  sur- 
faces, celles-ci  ont  même  image  sp/iérique  que  la  su/ face  de  reff- 
rence.  Les  normales  d'une  surface  arbitraire  sont  les  cordes  de 
contact  des  sphères  ayant  leurs  ce/itres  sur  une  sphère.  —  Si  les 
cordes  de  contact  d'une  famille  de  sphères  sont  normales  à  des  sni- 
faces,  l'image  principale  doit  à  la  fois  être  conjugnc-e  el  orlliogoiiale; 
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(«Ile  coïncide  donc  avec  le  réseau  des  ligues  de  courbure  de  la  surface 
de  référence  (O);  de  plus,  les  surfaces  normales  à  (N)  ont  même  image 
spliérique  que  (O). 

Vm  prenant  pour  variable  le  quarré  du  rayon  de  la  sphère  ayant  son 
centre  eu  O,  ou  obtient  immédiatement  l'équation  différentielle  des 
surfaces  ayant  même  image  sphérique  que  (O);  c'est  ce  cjui  a  été  fait 
au  n°  55.  On  remarquera  que  l'emploi  de  cette  variable  (le  rayon  de 
la  sphère)  conduit  à  la  détermination  des  droites  N  et  qu'il  faudrait 
encore  faire  une  quadrature  pour  obtenir  les  surfaces  normales  à  (N), 
tandis  qu'en  prenant  pour  variable  le  Z  d'une  surface  normale  à  (N), 
tout  se  réduit  à.  l'intégration  de  l'équation  (i6). 

Il  est  facile  de  voir  que  (i6)  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de 
(17).  En  efTet,  on  j^eut  considérer  la  sphère  comme  ayant  même  image 
sphérique  que  (O).  Dès  lors,  si  P^  et  Q-  sont  les  coefficients  durfS^, 
rapporté  à  l'image  sphérique  de  (O),  on  obtiendra  toutes  les  surfaces 
ayant  même  image  sphérique  en  intégrant  l'équation 

r/-A    _  ff\   d}>_        dX    dO 
(lu  dv         dit   V  dt:         dv  O  du 

On  voit  qu'ici  A  et  Z  peuvent  être  sujjstitués  l'un  à  l'autre.  C]eci 
tient  à  deux  choses  : 

1"  Lorsque  des  sp/ières  oui  Icins  centres  sur  une  sphère,  leurs 
cordes  de  contact  sont  toujours  normales  à  des  surfaces;  en  effet, 
l'image  principale  du  faisceau  (N),  étant  conjuguée,  est  forcément 
orthogonale,  puisque  (O)  est  sphérifpie;  dès  lors  les  plans  principaux 
de  (i\)  sont  rectangulaires. 

•i"  Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  N  sont 

j- _       IWR  R^R 

^-~F777,'        "î^-oTZT'  (u".>.,) 

si  l'on  prend  pour  vaiiable  le  rayon  de  la  sphère,  et 

r  _     '/Z  _    d7. 

-■-  \>d,r  ''''-(Tdv'  (n".>i) 


Ton  i)reiid  j)our  variable  le  Z   d'une  surface;   normale   à  (.\)- 


on 
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\n][  doiU"  ([U(' 

AZ+  UAU  =  o, 

il'où  n''siill(' 

2Z  +  IÎ-+  C  =  o; 

mais  on  a  supposé  le  rayon  de  la  sphère  égal  à  Tunilé.  Si  on  le  dé- 
signe par  a,  on  aura  giMiéralcnient 

11-  +  2a/j  =  o, 

où  Z  [ii'ul,  si  Ion  vcnl,  désigner  la  dislanct?  du  cenLre  de  la  sphère  au\ 
plans  langents  d'une  surface  normale  à  (\)  et  11  le  rayon  de  la  sphère 
dont  \  est  la  corde  de  contact. 

il.  EvciDicn  dv  l'cqualioii  unique  à  laqucllr  se  i-aiinniciil  tuii.s 
les  problèmes  précédents.  Renvoi  aux-  travaux  de  M.  Moutard.  Cas 
où  le  réseau  des  lignes  de  courbure  est  isométrique.  —  On  peut  dire 
que  la  solution  de  tous  les  problèmes  dont  nous  nous  sommes  occupé 
dans  ce  Chapitre  et  dans  le  précédent  (recherche  des  surfaces  ayant 
même  image  sphérique,  des  systèmes  triplement  orthogonaux,  des 
sphères  dont  les  cordes  de  contact  sont  normales  à  des  surfaces)  dé- 
pend de  rintégration  de  Técpiation 

d-ï  .   d'L        ,,  f/Z 

ail  f/e  an  clv 

Il  V  a  donc  un  intérêt  véritable  à  faire  l'étude  de  cotte  équation. 
M.  Moutard  a  démontré  qu'elle  rentrait  dans  l'une  des  deux  formes 
susceptibles  d'intégration  explicite  et  il  a  donné  la  marche  à  suivre 
j)our  obtenir  les  intégrales  (piand  on  peut  les  exprimer.  La  solution 
<'st  formée,  dans  ce  cas,  parla  somme  d'une  série  de  ternu^s  conlcnaiil 
individuellement  deux  fonctions  arbitraires  U  et  V  et  leurs  dérivées 
successives.  Les  coefficients  A  et  B  satisfont  à  une  série  d'équations  de 
condition  limitée  par  le  nombre  de  dérivées  que  contient  l'inlégrale. 
I^a  dernière  condition  est  toujours  l'équation  difTérentielle  du  A  de  la 
sphère,  dont  l'intégrale  a  été  trouvée  par  ^L  LiouvIUe;  toutes  les  autres 
conditions  se  déduisent  consécutivement  et  sous  forme  explicite  de  la 
dernière. 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  lomc  V.  —  Fasc.  I,  i8()i.  y 
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11  serait  fort  intéressant  d'appliquer  cette  théorie  à  la  recherche  des 
réseaux  sphériques  orthop;onaux  pour  lesquels  Téquation  (i6)  est 
susceptible  d'intéi,n'ation  explicite;  mais  nous  nous  bornerons  à  consi- 
dérer le  cas  où  Ton  a 

A  est  une  fonction  de  (w)  et  de  (p),  U  et  V  sont  certaines  fonctions  de 
u  et  r.  L'équation  (17  )  devient,  dans  ce  cas  particulier, 


du  </i' 

f/X    rfZ        d7.    dl 
/  (f  i'  du         dv  >,  du  ' 

mais  SI 

l'on  p 

ose 

Z  =  MX, 

on  fera  disparaître  les  dérivées  premières  de  X  en  écrivant  (ju<^  M  est 
éa^al  à  A,  alors 

d-  X  d'I  2   dX  dl 

\  du  di'         À  du  di>         '/.-  du  dv 

Il  vient  enfin  l'équation 

r  I  du  dv 


VI.   Intégrale  lorsque  le  réseau  sphcrique  est  composé  de  cercles. 
Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où 


du  di- 
par  conséquent, 

1  = 


d'-    /.' 

r  I  =0, 


Ï^.+  V, 


On  voit  facilement  que  le  réseau  (u  et  r)  est  composé  de  cercles 
géodésiques  et,  comme  on  le  suppose  tracé  sur  la  sphère,  il  en  résulte 
que  l'on  a  iiiunédiatement  l'intégrale  des  surfaces  ayant  pour  image 
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spliéri(|iic  un    réseau   do  cercles.  Dans  ce    cas,  l"int(''t,''rale  est    de   la 
forme 

X  =  U  +  V, 

el  Ton  voit  (|ue  les  dérivées  des  fonctions  arbitraires  n'v  fii;ureiil  pas. 

iô.  Intrgrale  dans  le  cas  où  ne  finirent  dans  son  ci-prcssion 
explicite  que  les  dérivées  premières  des  fonctions  arbitraires.  — 
Le  cas  qu'il  convient  de  considérer  immédiatement  après  est  celui  où 
l'intégrale  ne  contient  que  les  dérivées  premières  des  fonctions  arbi- 
traires. 

Posons  donc,  en  supposant  d'abord  (pi'il  n'existe  pas  de  fonction  ar- 
bitraire d(^  c, 

X  =  AU  +  BU'. 

Substituons  dans  (22),  il  vient 

(^  _  Qa)  U  +  f#i5-  -  i2B  +  ^  )  U'  +  ^^  U"  =  o. 

\dn  di'  J  \aii  dr  dv  '  dv 

Mais  cette  équation  doit  être  vérifiée  (juelles  que  soient  L^  et  ses  dé- 
rivées :  donc  A  et  13  doivent  vérifier  les  é(juations 

dB 
d^B  ^r,        d\ 

-j-;, OB  -h   -T-    =0, 

diidi'  dr 

-, — -j LIA  =  o, 

du  dv 

qui  se  transforment  de  la  manière  suivante 

B  =  U,, 

A  =  u.-^-^u;, 


(^3)  id;7d:r=--^- 


il  du 
du  di' 
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(Tesl  le  iiKiiHciil  (]o  faire  remarquer  que  l'équation  (22)  est  absolu- 
ment symi'-lii(iu('  par  rapport  à  Xel(  y  j,  de  telle  sorte  que  la  valeur  la 
|)liis  i;éiiéral('  de  A  est  donnée  par  la  formule 

;  =  (ii  ^  +  L:;)r  +  u,U'  +  (v,^4-Y;;)v  +  v,Y', 

cl,  si  ["oii  preiiil  II   I  cl  \  V,  connue  fondions  arl)ilraires, 

I  (/:l      ,  ,  ,  -,  d'-i     -.T  ■•,-, 

=-  =  w-  1j  +  ^''  -^rrr^  +  ^  • 
A        'j  (lu  a  (IV 

L"(''(|ualion  (  2 3  )  donne  d'ailleui's 


(i-e"^")-^ 


où  u  et  r  ne  coïncident  pas  avec  les  paramètres,  ohligatoirenu'nt;  mais 
cette  identification  peut  être  toujours  être  faite,  puisque  Ton  a  sup- 
posé que  les  coefficients  du  dS-  contenaient  encore  des  fonctions  de  n 
et  V  mises  en  évidence.  Au  demeurant,  la  valeur  la  plus  générale  du  A 
devient 

T  =  -A-  (U«')  +  -4r  (^'<''^  +  (U«'  +  \v')  -'^^- 

A        II' du  ^         ^        i''rfr  ^  ^  ^  \— c"*' 


CHAPITRE  V. 

KTVDE    UES    SURFACES    A    l'aIDE    DES    COORDONNÉES    SI'UÉRIQCES 
IMAGINAIRES. 


-ii.  Équation  de  la  variation  du  plan  langent  à  une  nurmalie, 
valeur  du  d'Ti-  d'une  surface.  —  Nous  avons  établi  dans  le  Cbapitre 
précédent   ipie  Ton  pouvait  exprimer  à  cbaque  instant  les  coordon- 
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nôos  ?,  Y]  et  'C  d'un  point  d'une  surface  (N)  à  l'aide  des  dérivées  partielles 
d'une  même  fonction  prises  par  rapport  à  deux  paramètres  u  et  cdélî- 
nissant  sur  la  sphère  de  rayon  unit(''  limage  du  point  N  de  (N).  On 
j)eut  déduire  de  cette  proposition  une  méthode  fort  simple  pour 
l'élude  des  surfaces,  elle  a  quelques  points  communs  avec  le  procédé 
imaginé  par  M.  Ossian  Bonnet  {Journal  de  Liouvillr,  2*  série,  t.  \  ). 
(choisissons  d'ahord  sur  la  sphère  un  réseau  orthogonal  isoméiricpie 
pour  (  //,  r)  Ici  ipie 

dS'-  =  \-{dir-^ck^). 

Dc'signons  par  p  la  distance  du  centre  de  la  splière  au  plan  langeul 
en  \  à  (N).  Soient  ^  et  y]  les  coordonnées  hahituellesde  la  droili;  (\). 
soit  enfin  /  la  distance  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  au  pian 
men(''  par  le  centre  de  la  sphère  parallèlement  à  celui  des  X\  ;  la  foi- 
mule  (9),  qui  donne  la  variation  du  plan  tangent  à  une  surface  élé- 
mentaire déterminée  par  du  et  r/c,  devient  ici 

.  \du        hdi'  V  \  'h  du''       dv  J 

''''"S-^  =   ■  /,  .     dl di    \      .  fdi dX 


du     1 1 


dl      \ 

Td-.V 


du        Idv   'I  \dv        Idu 


Nous  avons  étudié  jusqu'à  présent  celte  formule  en  particulaiisaiil 
le  réseau  (w,  v)  qui  était  généralement  celui  de  l'image  sphérique 
de  (N);  il  importe  actuellement  de  rejeter  au  contraii'c  toute  particu- 
larisation  tenant  à  (i\)  et  de  prendre  pour  les  coordonnées  de  l'image 
celles  qui  conduisent  aux  résultats  les  plus  simples  dans  l'étude  de  la 
sphère  elle-même. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  il  était  naturel  de  prendre  les  coordonnées 
symétriques  imaginaires,  qui,  on  le  sait  depuis  longtemps,  introdui- 
sent une  grande  symétrie  dans  les  calculs. 

Nous  avons  démontré  que 


posons 


1  = 

dp 

X  du  ' 

"1  = 

dp  . 

Idv' 

u  -V-  M' 

=  ■'', 

u  — 

iv=y, 

dp 

.-dx 

=  a, 

dp 
l^dy 

=  b, 

.     d^-p 

'/.'-  dx  dy 
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il  vient,  après  transformation, 

.,     fda        db\        j    /,  da        db\ 

tan^fj  = — — 

»  ,    /  ,  da        db\        .  ,    Ida        db 

(lOù  résulte  immédiatement 


cose  +  (sin6                        '^                              dy 

{du  —  idf) 

cos  6  —  j  sin  6         ,  ,            ,  ,  ,          .  ,   ,           da 
(<-H  2c)  {du—  idi')  +  2-j— 

{du  -+- 1  dv) 

t,  finalement, 

_„,e       ^"^+^^'(^+0 

^l.ric+-]+dy^^ 

Telle  est  la  forme  remarquable  que  prend  l'équation  de  la  nornialie 
à  (N)  dans  ce  nouveau  système  de  coordonnées. 

Le  dS^  de  (N)  se  calcule  sans  difficulté  en  additionnant  les  carrés 
des  AX,  AY,  AZ;  on  trouve 


^S 


^^=(p^^^c)^2£dx'+(p^2c)dxdy+2  ^,  dy'^  +  \  ^  ^^  de  dy. 

•io.  Equation  des  lignes  de  courbure,  des  rayons  de  courbure 
principaux.  —  Cherchons  maintenant  les  éléments  géométriques  ijui 
définissent  la  courbure  de  (N).  Nous  nous  servirons  encore  de  la  for- 
mule de  la  normalie,  qui  à  elle  seule  comprend  tous  cos  résultats. 

Si  l'on  suit  une  lig:ne  de  courbure  de  (N),  l'angle  0  doit  rester  le 

même,  quelle  que  soit  la  hauteur  /  ou  t-  h —  :  donc 


^^^  d.c  ^      dh      —  \  /    rih     y  )■ 


(')  Soil  Z  la  distance  de  chacun  des  points  d'une  surface  (B)  applicable  sur 
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Pour  trouver  les  rayons  de  courbure  principaux,  il  faut  exprinu-r 
(|U('  0  csl,  aux  centres  de  courbure  principaux,  indépendant  de  dx  :  dy. 

On  a  donc 

da  l 

d.r      ■?,  _ 

7  "~      db     ' 
c  +  -  -r- 

2  dy 

R,  l'un  des  rayons  de  courbure,  est  égal  à.  p  —  l,  par  consécpienl 

no  n  /  \         /  \n        ,  da  db 

R--  2R(2c^-/))  +  (2c-^/?)--4  5J^=o. 

Exprimons  que  deux  directions  déterminées  par  dx,  dy  et  dx',  dy 
sont  conjuguées;  écrivons  à  cet  effet  que  le  plan  tangent  en  M  à  la 
première  normalie  est  le  plan  central  de  la  seconde,  soit 

'^'^Ê+'^->'("  +  f)         dy' 


d:r(c^^y^dy^^ 


db  ^  dx' 


une  sphère,  comptée  jusqu'à   un  plan   fixe,    x  el  y  désignant  toujours  les  coor- 
données symétriques  imaginaires;  posant 

—     ^-  /,  _     ^ 

X-  dx  1-  dy 

on  trouve  pour  l'équation  des  lignes  de  courbure  de  (  B)  en  fonction  de  Z  préci- 
sément la  formule  (24).  Dès  lors,  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

Étant  donnée  une  surface  (B)  applicable  sur  une  sphère,  si  l'on  considère 
en  chacun  de  ses  points  la  distance  à  un  plan  fixe,  qu'on  déforme  ensuite  (  B  ) 
de  manière  à  la  rendre  sphérique,  chaque  point  de  {B)  entraînant  l'ordonnée 
correspondante,  que  celle-ci  soit  prise  comme  la  distance  du  point  de  la 
sphère  aux  plans  tangents  d'une  surface  (N),  l'image  sphérique  de  (N)  est 
formée  par  le  réseau  des  lignes  de  courbure  de  {'&)  mise  sous  sa  forme  pri- 
mitive. 

l.'équation  dilTérentielle  des  surfaces  telles  que  (N)  n'est  autre  chose  que  la 
relation  qui  lie  le  Z  d'une  surface  applicable  sur  la  sphère  aux  éléments  indé- 
formables de  celle-ci. 

On  arriverait  à  un  théorème  analogue  au  précédent  si,  au  lieu  de  la  distance 
à  un  plan,  on  considérait  la  distance  à  un  point  fixe. 
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(roi'i  n'-suUo,  on  d(''vclojipaiit, 

^  dx  d.v'  +  (r  -h  ^){ff-£ dy  +  dy  dx')  -+-  ^-j-.  dy  dy'  =  o. 

On  remarquera  c|uc  dans  toutes  ces  formules  le  A  de  la  sphère  n'est 
nullement  parlicularisé,  qu'il  peut  figurer  dans  chaque  question  avec 
ses  deux  fonctions  arbitraires  ou  sous  sa  forme  la  plus  simple  suivant 
([u'on  le  jugera  plus  avantageux. 

Les  équations  de  Codazzi  se  réduisent  ici  à  la  seule  relation  (jui  dé- 
linit  le  A,  savoir 

■'^'+^^'<^^'  =  "- 

46.  Equation  d'une  sphère.  —  Gomme  première  appllcalion, 
cherchons  l'équation  d'une  sphère  considérée  comme  surface  à  rayons 
de  courbure  constants  ou  à  lignes  de  courbure  indéterminées;  il  est 
manifcsle  qu'on  doit  avoir  à  la  fois 


qui  conduit  à 


rhi_  _  db 

lu  ~  "'         d'y 


dp  V    -.  •>  -^^       d-      , 

-f  =—\  ,  k-  =  C!.\,  -j—j-  logA-, 

dx  '  dx  dy      "      ' 

parlaul 

De  même,  on  doit  avoir 

il  faut  remplacer  A"  jiar  sa  valeur  pour  pouvoir  identifier. 
Posant 


nous  en  tu'ons 


f/loi;).=         Y" 


dv 


Y'i 


—  e  ' 
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par  conséquent,  p  devient 

Y"  I  —  e''  ^  ^ 

p  =  2 Y,  ^  +  \,  +  2\,Y'  — — ^xy- 

Celte  équation  devant  être  identique  avec  sa  permutée  en  X,  il 
vient  |)our  /;  la  valeur  définitive 

p—  I  +  gX+Y 

Cette  expression  ne  peut  pas  être  transformée  de  façon  à  ne  contenir 
(jue  X,  puisque  les  dérivées  X'  et  \'  n'y  entrent  pas. 

47.  Surfaces  à  étendue  minima.  —  On  obtiendra  dans  notre 
système  de  coordonnées  l'équation  différentielle  des  surfaces  à  éten- 
due minima,  en  écrivant  que  le  second  terme  de  Téquation  donnant 
les  rayons  de  courbure  principaux  est  nul,  soit 

2  d-p         -, , 

'^    +  A-  =  o. 


p  d.v  dv 


Mais  si  l'on  se  reporte  aux  calculs  des  n"'  41  et  43,  on  voit  immédia- 
tement que  l'intégrale  est 

f/À  ,  dl 

'  /.  dx  '   A  dy 

où  A-  et  -T  di'signcnt  les  deux  fonctions  arbitraires,  simples  fonctions 
de  X  el  àe  Y  seules.  On  vérifie  que  les  asymptotiques  de  ces  surfaces 
sont  rectangulaires. 

Le  f/S-  des  surfaces  à  étendue  minima  prend  la  forme 

d'où  résulte  ce  théorème  qui  appartient  à  M.  O.  Bonnet  : 

Les  Lignes   de  longueur  nulle   (ou  isotropes)  d'une  surface  à 

étendue  minima  ont  pour  images  les  lignes  isotropes  de  la  sphère. 

o 

Jdurn.  de  Math.  (4'  sériel,  tome  V.  —  Fasc.  I,  1891.  ^ 
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Il  est  facile  de  voir  que  les  surfaces  à  étendue  minima  seules  jouis- 
sent de  cette  propriété  :  en  effet,  toute  surface  sur  laquelle  ceci  a  lieu 
doit  donner  naissance  à  un  dS'-  où  ne  figurent  que  des  termes  en 
(i.rdy,  c'est-à-dire  que  (d'après  la  valeur  générale  du  n°  4i) 

,  X  da         ,  \  db 

(P^'''')dl=^(P^^'')d^="- 

Il  est  clair  (ju'il  ne  faut  pas  considérer  la  solution 

do        db 


puisqu'elle  donne  simplement  une  sphère;  l'autre  facteur  donne  les 
surfaces  à  étendue  minima. 

Notre  but  étant  principalement  d'exposer  une  méthode  générale 
d'investigation,  nous  supprimerons  toute  recherche  particulière  de 
surfaces  à  étendue  minima,  bien  que  la  forme  de  l'intégrale  se  prête 
facilement  aux  calculs. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'image  sphérique  de  tout  réseau 
isométrique  tracé  sur  une  surface  à  étendue  minima  est  aussi  isomé- 
trique. En  particulier,  le  réseau  des  lignes  de  courbure  est  isomé- 
trique. Tout  ceci  sera  généralisé  plus  loin. 

48.  Équation  diffci-entielle  d'une  famille  de  sutfaces  Jaisant 
partie  d'un  système  triplement  orthogonal.  —  L'équation  des  lignes 
de  courbure  d'une  surface  quelconque  est  tellement  simple  dans  notre 
système  de  représentation  cju'il  devient  naturel  de  chercher  à  former 
l'équation  diflerentielle  des  familles  de  surfaces  faisant  partie  d'un 
système  triplement  orthogonal. 

Soit 

ré([uation  d'une  famille  de  surfaces  dont  ^  est  le  paramètre  indivi- 
diicl:  p  désigne  comme  d'habitude  la  distance  d'une  origine  fixe  aux 
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plans  lanj^ents,  x  et ^' sont  les  coordonnées  imaginaires  définissant  la 
position  de  l'image  sur  la  sphère. 

Soient  (N)  et  (N')  deux  surfaces  infiniment  voisines,  N  et  N' les 
points  correspondants  situés  sur  une  même  trajectoire,  soient  enfin 
NT  et  N'T'  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  même  système 
passant  par  N  et  N'.  M.  Maurice  Lévy  a  fait  voir  qu'il  suffisait  d'éta- 
blir que  les  droites  NT  et  N'T'  se  rencontraient  toujours  (et  seule- 
ment pour  un  système  de  lignes  de  courbure)  pour  trouver  la  condi- 
tion cherchée. 

Il  ne  serait  pas  difficile,  dans  notre  système  habituel,  d'écrire  (|ue 
NT  et  N'T'  se  rencontrent,  mais  il  est  plus  simple  d'employer  l'arti- 
fice suivant  : 

Le  long  de  la  trajectoire  NN'  les  droites  telles  que  NT  forment  une 
surface  développable  ;  dès  lors,  d'après  la  théorie  des  développées  des 
courbes  gauches,  on  voit  que  la  variation  de  l'angle  que  fait  NT  avec 
le  plan  osculateur  de  la  trajectoire  NN'  est,  le  long  de  cette  ligne, 
égale  à  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs. 

Désignons  par  n'  l'image  sphérique  de  N';  on  voit  cjue  le  plan  mené 
par  le  centre  de  la  sphère  et  On'  est  parallèle  au  plan  osculateur  de  la 
trajectoire;  par  conséquent,  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consé- 
cutifs mesure  la  courbure  géodésique  de  On';  appelons-le  c^y.  Soient  [3 
l'angle  de  On'  avec  OX,  0  l'angle  de  NT  avec'OX,  ^  —  6  est  l'angle 
<[ue  fait  NT  avec  le  plan  osculateur  en  N  de  la  trajectoire;  on  a  donc 

Si  dx  et  dy  sont  les  accroissements  de  x  et  de  y  lorsqu'on  passe  de  N 
en  N',  on  a,  d'après  Liouville, 

d^;  =  d<-^-ii^^^dx-.^^dy). 
On  doit  donc  écrire 

mais  nous  avons  fait  voir  que  l'on  a  pour  une  direction  de  ligne  de 
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courbure 

Il  cil  résulte  immédiatement 

da 

et,  par  conséquent, 


rf  ,       I  '    dy   \  j      d   ,       I        dx  \         1    (  d  ,       da         d  ,       db 


\   dx    I       '  \    dy    1 

11  faut  maintenant  exprimer  dx,  dy  en  fonction  de  dz^  et  nous  y 
pai'viendrons  en  écrivant  que  les  AX  et  AY  du  point  N'  sont  nuls 


d.r  -^  dy 

d'un  autre  côté, 

A^  =  AA(«  +  b)  =  [^  dx  +  ^  dy)  («  +  ^  )  +  A  (g  +  ^  )  dz 

-   f/ V/«  idX  ,\    ,  1  db  id'k     \    j   ~\ 

-^  '^  V\7Lr  ^''ïd^^j  ''^-  ^[Ty^'Td^'')  'fy[ 

ce  qui  donne 

aX         /       ,     P\ /'  I       ,      /    \    ,     da    ,  db    ,  i  da         db\    , 

T  =  \"  +  ?;  ^'^'  +  'h')  +  .7^  ''■^-  +  Ty  'h'  +  (^,  +  ^-j  '/--  =  <>• 
On  trouve  de  même 
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Cl,  par  conséquent, 


6i 


da    ,  / 


7  aa    j 

dy  -I-  -7;  a;  =  o, 


dh 


^^  \  dx  +  ^  dy 


dz 
db 


dz 


dz  =  o. 


I^liminanl  dx,  dy,  dz,  il  vient  l'équation  symbolique 

da_ 
d  ,         dj- 


dy 


(^  +  f) 


dz 


db^ 

dy- 


c+  - 


da 
Tz 

db 
Tz 


([ui  exprime  la  condition  cherchée;  on  voit  qu'elle  est  du  lioisirnic 
ordre,  ainsi  C[ue  l'avait  établi  M.  Ossian  Bonnet. 

M).  Systcnic  triplement  orthogonal  dans  lequel  une  fanntle  (!<■ 
surfaces  est  formée  de  surfaces  à  étendue  minima.  —  Si  l'on  veut 
traiter  des  cas  particuliers,  il  faut  naturellement  chercher  à  annuler  le 
plus  de  termes  qu'il  sera  possible  du  déterminant.  Dans  cet  ordre 
d'idées,  on  est  conduit  à  examiner  le  cas  où 


La  famille  de  surfaces  ne  doit  comprendre  que  des  surfaces  à  étendue 
minima.  Si  l'on  met  le  f/S-  de  la  sphère  sous  sa  forme  la  plus  simple 


rfS^  = 


alors 


{X  +/ 


-,  dx  dy  ; 


X'  4-  Y' 


da 


{x+y)' 


-4j-  =  X-(x-+7)% 
-,4|  =  Y-(x-Hy)-. 
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Di'sii^nanl  par  X^  la  dérivée  de  X  prise  n  fois  par  rapport  à  x  el  p 
t'ofs  par  rapport  à  :;,  l'équation  de  condition  devient 

I  ^'         .1-  +  .•  ^  -  (.r  +  jH  X"  l{a.-+r)  ^  \"  J 

cpii  doit  être  vérifiée  quels  que  soient  c  cl  v. 

SO.    lirtoui-  à  1(1  tlicoric  des  .surfaces  sur  lesquelles 

,-..,        <V'i    ,   .,       el':,    ,  , 
(i>-  =  -r  (lu-  -h  -r  ch-, 
du  fA' 

par  rapport  aux  lin/ics  de  cou/hure.  —  On  est  aussi  conduit  à  consi- 
dérer le  cas  oi'i 

d(i 
(f  ,        }/!■ 


Cesl  celui  que  nous  avons  étudié  au  n"  ."(>,  mais  il  n'y  a  pas  intérêt  à 
traiter  la  question  de  nouveau. 

Remarquons,  à  propos  de  ces  surfaces  intéressantes,  qu'il  est  un  cas 
assez  étendu  où  leur  détermination  devient  plus  simple;  c'est  celui 
où  le  r/S'-  peut  s'écrire  à  la  fois 

r/S-  =  ^  du'  -h  $  dv'  =  l-(du'  IJ  +  d^-^  V  ). 
du  dv  ' 


^  ^,-  —  ^,.    ^  1 


Il  en  résulte 

TT  ___  _  _ 
rfc        du 

c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

l=.F{J\d^-^  fUdu)- 

A  doit  donc  être  fonction  de  la  somme  de  deux  fonctions  de  u  et  i' 
seules. 
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Rôciproqucmcnl,  le  X  élanl  sous  la  forme 

,/S  =  =  F  (  U  +  Y  )  (  (lu  -  V)  ,-^dv-\',), 
)!)  peiil  toujours  le  mettre  sous  la  forme 


\',u  cll'et,  si  l'on  pose 

F(;ti  +  V)U.  =  ^u;, 

F(U4-V)V.  =  ^V:, 
ces  équations  seront  possibles,  si  Ton  peut  avoir 

u:,u'  _  v'.,\" 

u,     ~    V,    ' 

eu  choisissant  convenablement  U',  et  V'.,,  ce  (|ui  se  vérifie. 

On  voit  par  cette  remarcjue  que  les  surfaces  du  second  degré,  celles 
dont  les  lignes  de  courbure  sont  des  cercles  géodésiques,  [)euvent  faii<' 
partie  d'un  système  triplement  orthogonal  où  toutes  les  surfaces  de  la 
même  famille  ont  même  image  sphérique. 

On  sait  qu'à  toute  surface  dont  le  réseau  des  lignes  de  courl)ure  csl 
isotherme  correspond  une  autre  surface  jouissant  de  la  même  pio- 
priété,  les  \  des  deux  surfaces  étant  réciprocfues.  Cette  transforma- 
tion, laissant  toujours  le  X  fonction  de  U  +  V  cjuaud  il  Tes!  toiil 
d'abord,  transforme  les  surfaces  dont  nous  nous  occupons  en  daulres 
surfaces  de  la  même  espèce. 

m.    Etant    donne    un,   réseau    sphévlqui'  par    rapport    aïKjm'l 

dS''  =  -^  du^  -+-  ^  dv-, 
ail  dv 

on  connaît  deux  surfaces  l'admettant  pour  iz/ias^e  splnhique.  De 
toute  surface  qui  l'admet  pour  image  on  déduit,  à  l'aide  de  quadia- 
turcs,  une  autre  surface  jouissant  de  la  même  propriété.  — Ajou- 
tons enfin   que  l'équalion  des  surfaces  ayant  même  image  spliéri(|iir 
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(ju'nne  de  nos  surfaces,  pouvant  s'écrire 


il  sut'fil  d"ogaler  Z  à  ç>  pour  avoir  une  solution  du  problème;  mais  cette 
valeur  de  Z  conduit  à  trouver  une  surface  sur  laquelle  le  rfS^  a  la 
forme  voulue;  dès  lors  on  doit  trouver  immédiatement  une  seconde 
solution  du  problème. 

(]eci  se  vérifie  d'une  façon  fort  intéressante.  Nous  pouvons  immé- 
diatement former  le  dS-  de  la  surface  correspondant  à  la  valeur  Z  =  ■^, 
car  on  a 


AX 


AY  =  ./e[()Z+^, 


rfr  d 


Ido   d 


jjuisipie  P-  et  Q==  sont  égaux  à  -^  et  -j5,  Z  étant  égal  à  o.  Mais,  d'ai)rès 
'  '  ^  '^  du        di-  Pi  '1 

la  tiléorie  même  des  surfaces  en  question,  on  sait  que,  si  Ton  pose 

Z,         d-:>  d'i 

'  du         d\- 

W  désignant  une  nouvelle  fonction  de  u  et  de  v, 
du)  d^-  \d^■)  dW 


f  d'i  du  ^  do  dv 


TiiKoniK   (;i;nkiiale   des  surfaces  courbes. 

Es'alanl  les  doux  valeurs  (lui  en  résulleni  pour-; — r-j  il  vient 
"  '  '  (lu  dv 


(■)5 


d'Tj    1    du  d\' 

du  di'  \    d-s  d'ji 

du  dv 


d'o 
du  f/r 


m 


dZV 

di- 
(il 


Or,  si  l'on  supprime  le  facteur  commuu,  qui  uc  ])eul  êlrc  nul  que 
dans  le  cas  très  pai'ticulier  où 


il  reste 


.,        do         do        i-/    \ 

?■  ^  ^  +  .7^  =  !"(?)' 

/  rfZ  dZ 

d-7^     d-o    I     du  dv 

du  dv         du  dv  \     dv  do 

\  dît  ~dt' 


On  voit  que  la  quautitc  '^-  +  -7^  -i-  -1-  est  aussi  solution  de  Téqua- 

tion  (16).  Remplaçant  Z  par  cette  valeur  dans  la  formule  précédente, 
on  trouve  l'équation  dillérentiellc  cpii  détermine  o\  elle  coïncide  d'ail- 
leurs avec  celle  que  l'on  obtient  directement  en  remplaçant  P  et  (  )  par 
leurs  valeurs  en  '^  dans  la  [)remière  des  équations  de  Codazzi. 

Donc  :  Toutes  les  fois  qu'on  a  tracé  sur  la  sphère  un  réseau  or- 
thogonal tel  que  les  cocf/icicnts  du  dS"  soient  les  différentielles 
partielles  d'une  même  fonction,  on  a  sans  quadratures  deur  sur- 
faces dont  ce  réseau  est  l'image. 

D'ailleurs,  dans  le  cas  général,  si  Z  est  solution  de  (16),  le  f/S"  de  la 
surface  correspondante  peut  s'(''crire 


" 

d7. 

du^- 
do 

d   (r,           d7.        d7:\ 

diX^"^ -^  du  ^  d;-) - 

1    du 

1    do 

du  \^ 

~dî, 

du 

- 

d7. 

dv'- 

d      (r,                       d7.                d7\ 

-y-       ZO    -H     -7-    -f-    -7-         — 

dv  \     '          du         dv  1 

1  dv 

2  do 

dv 

dv 

do 

ut, 

■+- 

do 
~dv 

do 
du 

+ 

do 
dv 

Jnurn.  de  Malli.  (V   série),  lome  V.  —  Tasc.  I.  iSgi 
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mail?,  d'après  les  résultats  du  n°  36,  on  voit  que,  si  C  désigne  en  chaque 
point  la  distance  de  la  surface  à  celle  qui  lui  est  infiniment  voisine  dans 
le  système  triplement  orthogonal,  on  a 


d^  _   d_ 
du         du 


dZ        dZ\ 
du  '^  di-) 


dZ 

du 
do 

d  /     j         d'i          da 
du  \^          du         dv 

TiTi 

et  l'équation  symétrique;  de  telle  sorte  que  par  une  simple  (juadrature 
on  trouvera  t. 


CHAPITRE  VI. 

ÉTUDE    DES    DÉVELOPPÉES    MOYENNES. 

52.  Départ  entre  les propriélés  indéformables  et  celles  qui  tien- 
nent à  la  représentation  sphérique.  —  On  voit  par  ce  qui  précède 
combien  la  notion  de  la  représentation  sphérique  des  surfaces  est  fé- 
conde ;  nous  n'avons  pas  encore  terminé  la  revue  des  propriétés  géné- 
rales des  surfaces  qui  en  dérivent,  et  l'on  verra  dans  le  courant  de  ce 
travail  s'accentuer  plus  encore  rim|)ortance  de  l'idée  de  (jauss  relative 
au  départ  entre  les  propriétés  indéformables  (si  l'on  peut  ainsi  dési- 
gner celles  qui  tiennent  aux  éléments  indéformables)  et  celles  de 
l'image  sphérique.  Ce  Chapitre  sera  consacré  à  l'étude  des  déielop- 
pées  moyennes  des  surfaces  dont  la  notion  se  rattache  directement 
à  la  l'eprésentation  sphérique. 

55.  Transformation  des  surfaces,  les  plans  tangents  restant  pa- 
rallèles, fonction  géométrique  imariante.  —  Prenons  pour  réseau 
(w,  (■)  celui  des  lignes  de  coui'bure'de  la  surface  de  référence  (O)  et 
considérons  encore  un  faisceau  de  droites  (^^)  parallèles  aux  normales 
de  (O).  Soit  Z  la  distance  ^u  plan  tangent  en  O  du  point  situé  sur  \ 
à  égale  distance  des  foyers  de  cette  droite,  la  formule  (i  i)  doiuie 


1  (  d\       dp     \ 

1    /  dr,            d(  ) 

P\'du  "•"  ()di'  ^'' 

>^r>(.77.  +  îv); 
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Considérons  niainlenaiit,  d'une  pari  le  plan  perpendiculaire  à  OZ 
cl  égalenienl  dislanl  des  cenlres  de  courbure  dc(0),  el  craulre  [tari  le 
plan  moyeu  du  faisceau  des  droiles(N),  que  nous  définirons  le  plan 
perpendiculaire  à  N  ol  à  égale  dislanc(!  des  foyers  de  celle  droile;  soit 
X,  la  dislance  de  ces  deux  |>lans  moyens  :  la  formule  précédenle  donne 

Or  l'on  remarquera  cjue  celle  équation  ne  contient  ni/ ni  g. 

Faisons  correspondre  au  faisceau  (\)  dérivé  de  (O)  un  faisceau 
(  [\')  dérivé  de  la  même  manière  de  la  sphère  de  rayon  unité,  c'esl- 
à-dire  construisons  avec  les  mêmes  ^  et  rj  une  droite  N'  dérivée  de  la 
normale  à  la  sphère,  en  prenant  pour  réseau  (  i/,  v)  l'image  sphériquc 
de  celui  des  lignes  de  courbure  de  (O),  et  la  droite  N  dérivée  de  la 
normale  à  (O),  comme  il  a  été  dit  plus  haut.  11  est  clair,  d'après  la  for- 
mule (2j),  que  la  valeur  du  'C  est  la  même  dans  les  deux  cas.  Or  les 
lignes  de  courbure  el  leur  image  sphérique  n'entrent  ici  que  pour  la 
forme,  carie  ^  relatif  au  faisceau  (l\')  est  manifestement  indépendant 
du  réseau  orthogonal  particulier  qui  nous  a  permis  de  trouver  sa 
valeur. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Soient  deux  surfaces  (O)  et  (O')  que  l'on  fait  correspond  ic  prir 
parallélisme  de  leurs  plans  tangents  et  deux  faisceaux  de  droites 
(N)  et  (N')  associés  aux  noi-males  de  (O)  et  de  (O')  de  telle  faro/i 
que  chaque  couple  soit  à  chaque  instant  superpasable  et  parallèle 
à  l'autre  couple  :  la  dislance  des  deux  plans  tuoycns  de  chaque 
couple  est  la  même. 

La  démonstration  résulte  de  ce  fjui  [)récède  el  si  l'on  [)rend  comme 
intermédiaire  à  (O)  et  (O')  la  sphère  de  rayon  unité. 

5i.  Cas  de  deux  faisceaux'  symétriques  par  rapport  au.r  points 
de  la  suif  ace  de  référence.  —  Supposons  en  particulier  que  (O)  el 
(O')  coïncident,  mais  que  les  droites  (  N)  et  (N'),  au  lieu  de  coïncider, 
soient  symétriques  par  rapport   à   l'origine   O;    il   faut  dans  ce  cas 
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cliangof  les  signes  de  ^  et  y]  dans  IVujnalion  :  donc  les  ^  sont  égaux  et 
de  signes  contraires,  pour  les  deux  faisceaux.  On  déduit  sans  peine  de 
cette  rcmar(|ne  la  propriété  suivante  : 

Si  deux  faisceaux  de  droites  (N)  et  {1^')  sont  parallèles  aux  nor- 
males d'une  surface  {O)  et  symétriques  par  rapport  à  celles-ci, 
que  l'on  joigne  entre  eux  les  points  milieux  des  segments  focaux, 
la  droite  ainsi  obtenue  rencontre  la  normale  rfe(O)  en  un  point 
situé  à  égale  distance  des  centres  de  courbure  principaux . 

55.  Développée  /noycnne  d'une  surface  et  développa /i le.  Défi- 
nitions. On  connaît  toutes  les  surfaces  ayant  même  développée 
moyenne  qu'une  surface  donnée.  —  Les  considérations  précédentes 
nous  amènent  à  faire  l'étude  de  la  surface  (D)  qui  a  pour  plans  tan- 
gents les  plans  moyens  des  normales  d'une  surface  donnée  (O).  Nous 
dirons  que  (D)  est  la  développée  moyenne  de  (O)  et,  par  abréviation, 
nous  dirons  que  (O)  est  la  développante  de  (D). 

S'il  y  a  quelque  analogie  entre  le  lieu  des  centres  de  courinue  prin- 
cipaux d'une  surface  et  la  première  développée  d'une  courbe  ])lane,  on 
accordera  qu'elle  ne  se  poursuit  guère  analytiquement.  En  revanche, 
il  existe  une  similitude  très  étroite  entre  la  seconde  développée  d'une 
courbe  plane  et  ce  que  nous  définissons  la  développée  moyenne  d'une 
surface. 

Cherchons  quelles  sont  les  surfaces  ayant  même  développée  moyenne 
que  la  surface  de  référence.  Il  est  clair  qu'on  a 

Mais  il  faut  exprimer  que  les  ^  et  -q  correspondent  aux  normales  d'une 
surface,  c'est-à-dire  que 

,:  _  ji7^  _    dZ 

la  condition  devient 

dv  \i)  dv  )^  diiyV  dTiJ  ~"  "• 
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Or,  si  l'on  cherchait  quelles  sont  les  surfaces  ayant  même  développée 
nioycnue  que  la  splière  de  rayon  unité,  en  considérant  comme  réseau 
de  ses  Hgnes  de  courbure  celui  des  («),  (v),  on  trouverait  manifeste- 
ment réquation  précédente.  Donc  la  solution  du  problème  général  ne 
dépend  que  du  cas  relatif  à  la  sphère;  mais  dans  ce  cas  le  problème;  n'a 
aueim  lien  qui  le  rattache  aux  lignes  de  courbure  :  on  peut  donc  su[)- 
poser  celles-ci  isométriques,  ce  qui  donne  l'équation  intégrablc  immé- 
diatement 

il-Z        d-'-'L 

De  ceci  résulte  qu'on  peut  construire  toutes  les  surfaces  ava/it 
même  dcieloppée  moyenne  qu'une  surface  donnée. 

36.  Intégrale  à  l'aide  des  coordonnées  imaginaires  sphériqws 
des  surfaces  ayant  /iiéme  développée  moyenne  qu'une  surface 
donnée.  —  Le  système  des  coordonnées  sphéricpies  étudié  dans  le 
Chapitre  précédent  prend  ici  une  importance  capitale.  Si  R,  elRo  dé- 
signent les  rayons  de  courbure  d'une  surface  dont  l'équation  est 

uous  avons  vu  cpic 

Ri  -h  ï\.  _  £    d-p 

2        ~  l-  d^Td^  ~^  P' 

Si  l'on  désigne  par  /  la  distance  de  l'origine  au  plan  moyen, 


/  =  -  ; 


a     d-p 


À-  dx  dy 

Veut-on  exprimer  que  deux  surfaces  ont  même  développée  moyenne, 
p  elpt  désignant  les  distances  du  centre  de  la  sphère  à  leurs  plans  tan- 
gents, on  doit  avoir 

2d^p,    2     d^p 


d'où  résulte 


À^  dx  dy        À-  dx  dy  ' 


Telle  est  l'intégrale  explicite  du  problème,  dont  l'existence  avait  été 
établie  au  numéro  précédent. 
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o7.  On  obtient  par  deux  quadratuies  les  dch'cloppantcs  d'une 
■sur/ace  donnée.  —  Cherchons  maintenant  les  surfaces  qui  ont  [>our 
iléveloppée  moyenne  une  surface  donnée;  soit  p,  la  distance  de  lori- 
i;iiic  aux  plans  tangents  de  la  développante,  il  faut  poser 

Mais,  A  étant  une  simple  fonction  de  x  et  de  y,  léqualion  précédente 
peut  toujours  s'intégrer.  Ainsi  : 

On  obtient  les  développantes  d'une  surface  donnée  par  deux  qua- 
dratures, lorsque  l'équation  de  la  surface  est  résolue  par  rapport 
à  p,  distance  d'une  origine  fixe  à  ses  plans  tangertts. 

(  le  théorème,  d'une  extrême  simplicité,  justifie  ce  que  nous  avons 
annoncé  touchant  l'analogie  qui  existe  entre  les  développées  moyennes 
des  surfaces  et  les  développées  secondes  des  courbes  planes.  Quand 
on  met  l'équation  d'une  courbe  plane  sous  la  forme 

p=f{^\ 

où  0  est  l'angle  de  la  normale  avec  une  direction  fixe,  on  trouve  pour 
l'équation  de  la  développante  du  second  ordre 

dont  l'intégrale  s'obtient  par  deux  quadratures. 

38.  Développantes  d' une  sphère.  Lignes  de  courbure.  —  Passons 
en  revue  quelques  surfaces  dont  les  développées  moyennes  sont 
simples.  Supposons  le  X  de  la  sphère  pris  sous  la  forme 


Cherchons  la  développante  d'une  sphère  de  rayon  —  •  En  prenant  le 
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ociilrc  (le  celle-ci  pour  orif^ine,  il  vient  pour  réqualion  du  prohlèiiK- 
(l-p  K 


(li)iil  liulég^rale  esl 

/J  =  —  K  log(x  +7)  +  X  +  Y. 

(  )ii  peul  profiler  de  rindéteriuiiialion  de  X  et  Y  pour  liouvei-  cer- 
taines développantes  dont  les  lignes  de  courbure  s'intègrent,  [''orinons 

fia    .  dh  ,       ,^.    ..     . 
-;- et -7- (  n"  *o  ),  Il  vient 
rt.r       (ly  ^ 

-  ',^-^  =  |vX  (.r +>-)+— J  -K-^, 

dh     r  —  "i'  P    I-     ^'- 


Supposons  dabord 

Y^  +  Iv  =  YT,  4-  Iv  =  (), 

d  où  résulte 

\_  _  ■2'H-C  ^  _  y  +  I> 

\'  ~  ~1^'  Y    ""       k      ' 

on  trouve  alors 

rfa  _  ^  (v-O-  '  ^  -^  {x-^Y 

(■^■+.>-) 
(,rH-C)(.vH-D) 

T^'érpiatiou  des  lignes  de  courbure  devieni 


/'=  —    '^  b)g  ; „,,    f^^    +  ■^'• 


dv  .  dj- 


(_)■  — C)(r-HD)        (x  — D)(x  +  C) 
dont  les  intégrales  sont 

(y  — C)(.r-  D)  _    .  (y  — C)(.r  +  C) 
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On  a  pour  les  rayons  de  courbure  principaux,  en  général, 
R.  +  R,  =  2(2c+/.),         (R,_R,)^  =  I6g:^^ 
d'où  résulte,  dans  respèce, 

R.  +  R.^aM-K-.Klog-^^./^;^;^P^, 

R,-R.=K;.>'-^;i— fv 

'  -  (A'  +  CjCj  +  Dj 

On  voit  que  le  long  des  lignes  de  courbure  d'un  même  système  la 
différence  des  rayons  de  courbure  principaux  est  constante,  mais 
comme  la  somme  ne  l'est  pas,  les  surfaces  trouvées  ne  sont  pas  de  ré- 
volution. 

59.  Développantes  d'un  point.  CoiTcspondance  sur  la  sp/ièrc  de 
deux  points,  les  aires  décrites  étant  égales.  —  Comme  second  cas, 
plus  particulier  encore,  supposons  que  K  soit  nul,  c'est-à-dire  cher- 
chons les  surfaces  dont  tous  les  plans  moyens  passent  par  un  point 
fixe.  On  a 

/j  =  X4-Y. 

]j'é(]uation  quadratique  des  lignes  de  couri)ure  devient 

rf.r=[2X' 4-  X"(^  +y)]  =  ^-=[2 Y'  +  Y"(.r  +/.)], 

et,  si  l'on  suppose 

X=-^,        Y  =  -5, 

.r  y 

l'intégrale  est 

/r  /n 


\/i-v1 


La  surface  n'est  pas  non  plus  de  révolution;  ses  normales  jouissent 
d'une  propriété  géométrique  simple.  Si  l'on  décrit  une  sphère  de  rayon 
({uolconque  ayant  pour  centre  l'origine,  chacune  des  normales  à  la  sur- 
face considérée  rencontre  la  sphère  en  deux  points;  ceux-ci  décrivent 
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lies  coiilours  conjugués  qui,  s'ils  sont  rennes,  embrassent   des  aires 
s|)liéri(|ues  égales. 

(iO.  Déi-cloppanti's  des  sur/aces  à  étendue  ininima.  IJ faites  de. 
courbure.  —  Cherclions  niainlenanl  les  développantes  des  surfaees  à 
(Hendiie  inininia;  on  a,  pour  ces  dernières, 

p  =  X  -h  Y 


dès  lors  réquation  dilYérentielle  de  la  développante  est 

d^p    _  2(X'+Y')        ,  (  X  -h  Y  )  _ 


et  Ion  trouve  jjour  intégrale 


/i  =  _  (-^  +  ^^) 
■2  (.'■+)•) 


+  X,  +  Y., 


où  \,  et  \  ,  sont  les  deux  fonctions  arbitraires  de  la  développante. 
L'é(|uation  des  lignes  de  courbure  est 

^^qx' -  .^x;  -  x;  (x +7)]  =  rf>-|  V  -  2y;  -  Y'i  (.r  +  7)1- 

Première  livpothèse  : 

X';  =  y;  =  0. 

l.es  lignes  de  courbure  sont  données  par  la  formule 

fdx  v'X"-  2  A  ±  fdy  y/  Y  "  -  2  B  =  o. 
Deuxième  Jiypothcse  : 

Y"-y;-|(Y',>o  =  o. 

Journ.de  .Matli.  (4'  série),  tome  VII.—  Fasc.  I,  1891.  lo 
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On  trouve  les  intéc:rales 


\  -H  A  X  +  B 


Y,= 


V-nCy  +  D 


p_  (X-h^)  \  +  \.r  +  B  V-HCy-i-D 


et.  pour  les  lignes  de  courbure 

Supposons  enfin 
Troisième  livpolhc'sc  : 

X'-2x;  =  KV,. 

Y"-2Y,  =  KY,. 

Les  lii^nes  de'oourbure  ont  pour  inl(''t;rale 

/  dx\;\l\  ±  I  dv\,\\  —  o. 

Gl.  Surfaces  réciproques,  l'une  élaiil  la  dé\eluppée  moyenne 
de  l'autre.  Intégrale  particulière.  —  Mous  dirons  que  deux  surfaces 
son!  récipro(|ues  si  l'une  est  la  développée  moyenne  de  l'autre.  I/écpia- 
lion  dilIV'rentielle  de  ces  surfaces  peut  s'écrire 

n  =  ±-^-    [    '    ^^\, 
'  X-^  ,tr,/y\)^  ,1.1- dy  ! 

(jue  I  ou  peul  Hii'llre  sous  la  forme 

et  l'on  voit  clairement  que  les  surfaces  à  étendue  miuima  n'-pondeiil  à 
la  question.  De  même,  les  Surfaces  définies  par  l'éipialioii 

2<r-p 
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sonl  icciproques  de  leurs  (J('V('loppocs  moyennes.  L'cqualioii  gt'iK'rale 
l'Ianl  du  quatrième  ordre  el  linéaire,  si  l'on  avait  Tin lé};ralp  do  celle 
<|iii  précède,  il  suffirait  de  l'ajouter  à  celle  des  surfaces  à  élcndue  mi- 
nima  ])our  avoir  la  solution  complète.  On  obtient  pourtant  la  réduc- 
tion du  prohlènu;  au  second  ordre,  soit  directement,  d'après  celt(,' 
riMiiaïque,  soit  en  eilecl liant  une  première  intégration,  qui  amène 

puis  posant 

,-  I        X'.  V-'    \  V  d\  -ir         d\ 

/,  =  \  -  -(  \.  +  Y. ) -  X.  ^  -  ^  ,  p^-, 
il  n;ste,  comme  il  était  annoncé, 


À-  dx  dy 


-X  =  o. 


1/intégrale  de  celte  équation  n'est  pas  exprimable  expliciteineiil  dans 
sa  généralité,  mais  on  peut  en  trouver  une  intégrale  particulière  avec 
des  constantes  arbitraires.  Prenons,  en  effet,  le  \  sous  sa  forme  la  plus 

simple  et  posons 

./;  -f-  y  =  Z,  X  —  y  ^=^  l: 

il  \ient  alors 

d^-  -^  \-  yr  _d'-\   _  drY^         i\^  _ 

d^dy  ~  l.^~~im'~  lit}  '^  IF  ~^- 

(^lierclions    les   valeurs   pour    lesquelles  — ^  est    identiepiemeiil    mil, 

c'est-à-dire  de  la  forme 

X  =  Z,/^Z„ 

où  z,  et  L,  représentent  deux  fonctions  de  Z  seul,  qui  sont  manifeste- 
ment racines  de  l'équation 

d}X        2X  __ 
rfZ'  "•"  Z»  ~  "' 
iJont  l'intégrale  est 

X  =  e^  "  (m  cos  ^ /Z  +  N  sin  ^-5 /z) . 
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On  déduit   facilement  de  ce  qui  précède  riiitéi;rale  particidière  sui- 
vante de  1  é([ualion  des  surfaces  réciproques 

+  sin^/(.r+j)fC(^-;')  +  D]|-.|^+X+Y-, 
et  l'on  sait  qu'on  ne  peut  écrire  explicitement  Tintégrale  générale. 

()2.  /n(ri;raff'  des  surfaces  identiques  à  leurs  déi-eloppées 
niuyeitnes.  —  On  peut  manifestement  chercher,  à  propos  des  dévelop- 
pées moyennes,  des  propriétés  analog^ues  à  celles  dont  M.  Piiiseux  s'est 
occupé  relativement  aux  développées  successives  des  courhes  planes. 
Demandons-nous,  par  exemple,  quelles  sont  les  surfaces  identiques  à 
leurs  développées  moyennes. 

Soient (N)  et  (D)  deux  de  ces  surfaces;  si  l'on  choisit  deux  orij;ines 
convenables  O'et  O',  il  est  clair  que  les  distances  respectives  de  ces 
points  aux  plans  tangents  à  (N)  et  (D)  doivent  être  toujours  égales, 
(^r  le  p  d'une  sphère  réduite  au  point  ()'  peut  être  supposé  égal  à 


De  telle  sorte  que  l'équation  dilVérentielle  chercliée  est 

îd'p                k 
P  +  -,  /     ,     + :  =  o. 

11  suffira  de  trouver  une  solution  particulière  pour  ramener  le  pro- 
hlème  à  la  recherche  des  sinfaces  à  étendue  mininia.  Cherchons  les 
valeurs  de/;  ([ui  sont  sinq)lem(Mit  fonction  de  Z  =(.r  -hj');  dans  cette 
liy[)Othèse, 

'D  d'-n         k 

/'  -  T  77e  +  Z  =  "• 

On  satisfait  à  ci-Ki-  ('•([u;ili(>ii  au  movi'M  de  l'expression 

.  .,2        15 
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fii'i  A  l'I  I)  sont  il(^s  fondions  de  Z  délcriniiK-cs  pai'  h-s  (''([luilions 


./.,   "A  I     (lli 


,-   dX  1      dli  2  k 


|iic  l'on  véritioni  en  posant 


9^^ 


(  >n  a  donc  la  sohilion  [jarlirulirrc 

2  k  2  Iv  ,  , 


d'oi'i  se  déduit  rinlésirale  ^(Miéiak 


,  2(\+Y) 


3  ( 


1^         1'  r  1         X-         v/         2(\  + 

.i-  -i- j)  L-""  ■     I  (•'■  +  • 


(  )ii  [jL'iit,  par  un  simple  transport  de  l'orii^inc,  réduire  celle  (''(piati( 
à  la  forme 

"—  log(.r+j-)-f- V4- \   —  2 


<  )n  trouve  pour  Fécpialion  d(^s  lignes  de  courlnirc 

L(.r  +  r)'  2      I  -^     \X-''-^y)  2      I 

<jui  s'intègre  si  X'"  et    \ '"  soutmds;  dans  ce  cas  on   trou\e  aussi  les 
asvmptoliques,  car  leur  écpiation  ol 


d., 


3\" 


.(•'•-+-/)'  2 


.       ,  ()l\  ,    ,1  k  .SV" 


()<>.   />«  cvclidc  de  Diipln  et  sa   di\(doppée  inovi'iiiir  mil  inriii 
iiiiagn  sptirriquc.  —   Nous  pouriions  chercher    aussi    des    exemple 
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flans  los(ni(?ls  nous  ferions  enlrt-r  on  ligne  de  compte  la  conrhure 
des  dovelo])p(''cs  moyennes,  mais  ponr  ne  pas  allonger  ce  ("liapitrc 
lions  nons  bornerons  à  faire  r(''linli'  de  la  développée  moyenne  d'une 
ryclidc. 

Si  Ton  pi'rnd  ponr  résean  coordonné  celni  des  lignes  de  couriiurc, 
on  a  (O.  Bonnet,  Mémoires  sur  la  ihénrie  des  surfaces  applicables 
sur  u/ie  surface  doiuiée,  p.  120) 

//  —  (•  ^  (/  —  e 

P  =  — -  ,        O  =    "^'  ■ 

u  —  e  "^         u  —  V 

Le  '^  de  la  dévelojjpée  moyenne  est  donné  par  la  formule 


"'  2M('U  2H^lj 

'  2(/l'V  2  l'- V 

On  en  d(''diiil  inimédialement 

d\'        f  du    '         du  g  di' 


Donc  la  dèi'eloppèe  nw)efirie  d'une  cyclide  a  mcjne  image  sphé- 
rique  qu'elle. 


CHAPITRE  VII. 

GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DE  GAUSS  CONCERNANT  LE  PRODUIT 
DES  RAYONS  DE  COURBURE  PRINCIPAUX. 

64.  Exemple  de  propriété  des  faisceaux,  persistanl  quelle  que 
soit  la  forme  de  la  surface  de  référence.  —  Nous  avons  étudie  dans 
les  (llia|)itres  pi'(;cédenLs  une  série  de  propriétés  se  rapportant  toutes  à 
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la  tiansfoiiiialioii  spliériquc.  Il  couNiciil  à  piésciil  de  iiicllic  en  (■\\- 
(liMicc  les  |)n»[)ii('lés  du  faisn-aii  des  (lii)ilrs  parallrics  aux  iioi'iiiali's  (!(.• 
la  suiliu'i!  de  ivlV-renoc  qui  |K'isisl(Mit,  (|uc'llc  qui'  S(jit  la  iorrnc  de 
ccll.'-ci. 

D('jà  iKtus  avons  trouM-  ruiu-  des  j)io[)rit't(''s  en  question  au  n"  ÔS. 
l/é(juat.ion  de  condition  qui  e.vprinie  que  les  ////as;i'.s  /ui/ni/xz/cs  du 
faisceau  (  \  )  sont  conju(,'uées  sur  (O  )  étant 

on  voit  qu'elle  ne  contient  ni  1',  ni  Q,  ni  D;  donc  on  peut  défor- 
ni(^r  (O)  comme  on  voudra  :  si  chacun  des  plans  tangenls  cnirainc 
dans  la  dcforniatiun  la.  droite  {\)  qui  le  tra\.'crsc,  le  faisceau  (  \  ) 
aura  toujours  ses  images  principales  conjuguées  sur  (O  ). 

Nous  avons  l'ait  voir  que  dans  ce  cas  Tintégrale  du  problème  est  tou- 
jours connue,  puisipie  les  droites  (\  )  sont  les  cordes  de  contact  d'une 
taruilli-  de  s])lières. 

(io.  Dans  un  faisceau  de  droites  parallèles  aux  normales  de  ta 
surface  de  référence,  le  produit  des  distances  focales  ne  dépend 
pas  de  la  forme  de  cette  suif  ace.  —  L'équation  (i  i)  conduit  à  une 
proposition  très  importante  dans  l'ordre  d'idées  où  nous  nous  plai;ons. 
Z|  et  Z^  désignant  les  distances  des  foyers  du  faisceau  (.\)  au  plan 
tangent  en  (  O  ),  on  a 

\du         gd^-   '■)  Ua-  '     fd'u  ''il- 
cm,  en  tenant  compte  des  ('•ipiations  (  3>  j, 

'     -  [d.-  Va'^a'         du  [/du  '1 
,   r         '1'-  <lf        1  ,  (''.  ''/a'    y 

---^f^d7,^Yd. -'' )  1  -  ^  j::  +  fd-u  '-) 


+  d7, 

-^.■O 

dr, 
du 

^^ui 
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l'xpression  qui  no  conLioiil  quo/el  a-,  ainsi  :  Quelle  que  soil  la  forme 
de  (O),  le  produit  des  distances  focales  du  faisceau  (N)  est  coii- 
slant.  (En  ficsiqiiani,  pour  aln-é^cr,  par  distance  focale  la  dislancc 
dini  foyer  au  plan  lant;'eiit.) 

(]e  tliéoi-cme  csl  une  généralisalion  du  célèbre  théorème  de  (ïauss 
sur  rinvariabililé  du  produit  des  rayons  de  courbure  principaux,  lors- 
(]u  on  déforme  la  surface;  il  suffit  en  effet  d'annuler^  et  y]  dans  ré(pia- 
lioii  pn'cédenle  i)our  avoir  la  valeur  du  produit  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  (()  ),  puis(pie  le  faisceau  (N)  coïncide  avec  celui 
des  iiormal(^s  à  (  O  ). 

06.  Application  du  théori-.uie  précédent.  La  somme  algébrique 
des  aires  correspondantes  des  deux  nappes  d'une  cmeloppe  de 
sphères  reste  constante  quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface 
lieu  des  centres.  — Arrêtons-nous  un  moment  à  déduire  des  consé- 
(juences  géométriques  de  la  proposition  que  nous  venons  d'établir. 

Supposons  que  les  droites  (N)  soient  les  cordes  de  contact  d'une 
famille  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  (O);  alors,  si  R  désigne  le 
rayon  de  la  sphère  ayant  son  centre  au  point  (u,  e),  posant 


ir^  =  -  2Z, 


on  peut  ('crire 


^    fd,r      'i-..,A'      ^  -"^  ~^~  \fdi,) -\jdv)  ' 

mais,  poui'  siuiplifier  les  formules,  prenons  pour  («),  (c)  nu  réseau 
isomélri([ue,  et  enfin  passons  aux  coordonnées  symétriques  imagi- 
naires; eu  adoptant  les  mêmes  notations  qu'au  n"  44,  il  vient 

-,    ,     'I':,         d).  .   /  da        db\ 

du         i.di-    '  \  dx        dy  I 

di-         >.  du  \  dx         dy  / 


d\ 

d)     _           d;, 

/dr/ 

db 

dy  ' 

/.  du    '  ~  du 

-—'"'  —  il 
}.  dy  ~ 

U- 

"  <y 
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De  là  résnlle,  pour  le  protluil  Tj^'L^,  la  valeur  re marquai )le 
AZ.Zo  d'-\os\        ,  \o        /  da  db 

--i^  17717  =  ^'^  ^'y-'^dldj- 

Considérons  maintenant  les  deux  nappes  (M)  et  (M')  de  Tenve- 
ioppe  de  sphères,  soit  '(  l'ordonnée  commune  aux  deux  points  M  et  M', 
et  i  l'angle  de  OM  ou  de  OM'  avec  la  normale  à  (O);  si  f/(M)  et 
r/(M')sont  les  éléments  des  aires  des  surfaces  enveloppes  correspon- 
dant à  un  élément  d(0)  de  la  surface  de  référence,  on  a,  d'après  un 

théorème  de  Gauss, 

< 

cos/</(M)  =  ^  (Z,  +  ■C)(Z..  +  0> 
cos.W(M')  =  ^i^;(Z.- -0(2,-0, 


de  telle  sorte  que 


.d{M)+d{M')  d{0)     .ry      rj        ^y^s 


d'où  résulte,  après  substitution, 


—  cos  l  — ^ 


=  '(— 4     jp^^^ir  -^  [('^^-'y-^di:dj]\- 

On  voit  que  cos^j  est  égal  au  quotient  de  (^*  par  —  2Z  ;  par  consé- 
quent, si  l'on  déforme  la  surface  des  centres,  d(M)  -+-  d(M')  ne  varie 
pas;  d'où  résulte  cette  proposition  : 

(Ji/c  l'on  trace  deux  confours  conjugues  fermes,  sur  les  deux 
nappes  (M)e(  (M')  d'une  enveloppe  de  sphères  don/  les  centres  sont 
ranii<'-s  sur  unr  surface  (O)  et  compris  à  l'intérieur  d'un  certain 
<o/ilour  fernu' ;  on  peut  déformer  la  portion  de  surface  (O)  com- 
prisi-  à  i  intérieur  du  contour  sans  que  la  somme  des  aires  des  con- 
tours (  M  )  et  (M')  varie,  pourvu  que  chaque  jioinl  de  (O)  entrahi  • 
avec  lui  la  sphère  dont  il  est  le  centre. 

Journ.  de  Math.  (\'  strie),  tmiie  VU.  —   Kusc.   I,     Syi.  '  I 
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67.  Théorème  sur  la  somme  des  volumes  des  deux  nappes  d'une 
enveloppe  de  sphères.  —  On  peut  également  déduire  de  ce  qui  pré- 
cède un  théorème  sur  le  volume  des  enveloppes  de  sphères.  Nous  ap- 
pellerons volume  de  la  nappe  (M)  correspondant  à  un  certain  contour 
fermé  tracé  sur  cette  surface  le  solide  limité  à  la  portion  de  (M)  com- 
prise dans  le  contour  et  à  la  portion  correspondante  de  la  surface  des 
centres  (O),  ainsi  qu'à  la  surface  gauche  lieu  des  normales  à  (M)  tout 
le  long  du  contour;  soit  dN  ce  volume. 

Considérons  la  famille  des  surfaces  parallèles  à  (M)  :  elle  décompo- 
sera le  volume  en  question  suivant  une  série  de  prismes  infinitésimaux 
dont  la  mesure  est  facile. 

Soit  R'ia  distance  de  O  à  l'une  des  surfaces  parallèles  à  (M),  posons 

R'=R-Iv, 

où  K  est  la  distance  de  cette  surface  à  (M);  si  Ton  écrit 

i  V  ^  , .,  ,    )  n  =  .  „   ,    )  L<  =  .-^— ; r-  > 

k-dx  K-dy  K-dxdy 

il  vient 


Y'i 


•(:^_K=(i-4X=AB)  +  2K[R-+-2A^A/>4-Ba)], 

a!  =  a  +  KA,         b' =  b  -\-  KB, 

da'        da         .-  <^/A  db'        db        ,-  dB 

1-  =  TT  -^  '^  TT'        -r  =  :7-  +  I^j-' 

dJT  dx  d.r  dr  dy  dy 

C'=  C  -t-  KC. 

Mais  si  Ton  décrit  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  (^O)  et  dont  le 
rayon  soit  égala  R',  elles  envelopperont  manifestement  deux  surfaces 
parallèles  à  (M)  et  (M');  soient  ^(M,)  et  c^(M',)  les  éléments  de  ces 
surfaces  correspondant  aux  éléments  dQA)  et  c?(M'),  on  obtient  im- 
médiatement 

COSi  — ^^ — 


=  l 


-X.(,^.<.^.KC).^4X-(:g^K'«)(f.^K;p)), 
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OU,  fil  ordonnant  suivant  k-s  puissances  de  K, 

-  o  /  X  r^  ^^  (dK  (Ib         dB  da\) 

-  2  A-  (l  +  oc)  C  +  2X-  (^  ^.  +  J^^)\ 

L'élément  du  solide  limité  à  deux  surfaces  infiniment  voisines  pa- 
rallèles à  (M)  et  compris  entre  deux  contours  correspondants  a  pour 
mesure 

de  telle  sorte  que  les  deux  volumes  dont  nous  cherchons  la  mesure  ont 
|)Our  expression 

rfV=  /'"'"^/('M.jr/K,  d\'=  r'°d(M\)dK, 

et  la  somme  de  ces  volumes  s'obtiendra  en  intégrant  par  rapport  à  K 
l'expression  écrite  plus  haut.  Dans  ces  conditions  l'on  obtient 

f'^'\lK[d(U,)  +  d(M\)] 

2  cos  ?        \  3   l^  djsdy  ^  ^  àx  dy  \ 

-  ,,  ^r-  -i./'/A  db         dB  da\\ 

-  ■"^-^'  +  ^''■)^^  +  ^^-(^  d-y  +  'd-y  di)  1 
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On  voit  que  celte  expression  ne  dépend  pas  des  élomonls  de  forme 
relatifs  à  la  surface  des  centres.  Ainsi  : 

La  .somme  des  isolâmes  correspondant  aux  deux  nappes  d'une 
emeloppc  de  sphères  reste  invariable  quelle  que  soit  la  déformation 
que  l'on  fasse  subir  à  la  surface  lieu  des  rentres. 

(j8.  Relations  entre  les  rayons  de  courbure  des  deux  nappes 
d'une  enveloppe  de  sphères.  —  Les  résultats  que  nous  venons  d'éta- 
Mir  conduisent  à  des  relations  entre  les  rayons  de  courbure  principaux 
des  deux  nappes  d'une  enveloppe  de  sphères. 

Soient  p, ,  p.,  les  distances  du  point  O  aux  centres  de  courbure  prin- 
cipaux de  (M);  de  même  soient  p, ,  p.,  les  distances  de  O  aux  centres 
de  courbure  de  (M');  soient  enfin  d(u.)  et  d(u.')  les  valeurs  sphériques 
des  éléments  fl?(M)  et  d(M')  ;  on  a 


d'où  résulte 


^(M)  =rf(>:)(p,  +  K)(p,+  R), 
r/(M')=f/(a')(p;  +  R)(p;+ll); 


d(yi)^d{M')  =  i{'\d{a)  +  d(y)\ 

+  R[rf(|j.)  (p,  +  pO  +  ^f([^')  (?\  -+-  p',  )| 
+  d(ij.)p,p..'i-  dia')  p\p.,. 

Mais  nous  venons  de  démontrer  (pie,  si  Ion  remplace  R  par  R  —  Iv, 
rexpression  précédente  est  indépendante  de  la  forme  de  (O),  quel  que 
soit  K  ;  il  en  résulte 

d(iJ.)  p,  p.,  -+-  d(a')  p\  p.,  =  const., 

d(u.)(p^  H-  p.,)-{-d(ix'){p\  +  p!,)  =  const., 
c/( p.  )  4-  d( ij.')  =  const. 

La  première  de  ces  éqiialions  est  évidente,  la  troisième  (v\|)rimc 
cette  propriéti"  remarquable  : 

IjU  somme  des  deux  valeurs  sphériques  de  deux  contours  tiacés 
sur  les  deux  nappes  d'une  i-nveloppe  de  sphères  et  lonju^ués  est 
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constante  qurllc  qw  soit  la  tléforniation  que  l'on  fasse  subir  à  la 
portion  de  la  surface  des  centres  comprise  dans  le  contour  corres- 
pondant aux  deux  premiers. 

Des  trois  propositions  (pic  nous  venons  d'établir,  ccllo-ci  est  celle 
(jui  se  rapproche  le  plus  du  thcorcnie  de  Gauss  :  lorsqu'on  (Ic'fortne 
une  portion  de  surface  liniilcc  à  un  contour  fermé,  la  valeur  spliéritpie 
de  ce  contour  reste  constante. 

La  seconde  des  trois  dernières  équations  conduit  facilement  à  élablir 

<[ue 

I  I  1  I 

1 1 — r  -\ — r  =  const., 

?1  ?1  Pi  ?2 

(pielle  que  soit  la  déformation  de  (O). 

G9.  Extension  des  théorèmes  au  cas  oii  (O)  se  réduit  à  une 
courbe  gauche  ou  plane.  —  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  les 
particularisations  des  théorèmes  qui  précèdent,  auxquelles  on  est  con- 
duit en  remplaçant  la  surface  des  centres  par  une  courbe  i^auche  puis 
par  une  courbe  plane. 

Si  (O)  est  remplacé  par  une  courbe  gauche,  il  faut  supposer  \\w 
sphère  unique  ayant  son  centre  en  chaque  point  de  (O)  ;  chaque  sphèie 
louche  alors  son  enveloppe  suivant  un  cercle.  Que  l'on  déforme  une 
portion  de  la  courbe  (O),  chaque  point  de  celle-ci  entraînant  la  sphère 
dont  elle  est  le  centre,  la  portion  de  surface  enveloppe  comprise 
entre  les  cercles  de  contact  des  sphères  extrêmes  reste  constante. 
Le  iiolume  compris  entre  les  plans  de  ces  cercles  et  le  boyau  qui 
est  l'enveloppe  des  sphères  reste  aussi  constant. 

><ous  ne  pourrions  sans  quitter  notre  sujet  établir  direelnnenl  ces 
propositions,  non  plus  que  celles  qui  ont  rapport  aux  enveloppes  de 
cercles  dans  le  plan;  ces  dernières  constituent  une  généralisation  inté- 
ressante d'un  théorème  très  particulier  établi  par  Steiner  à  propos  des 
podaires  des  courbes.  C'est  même  en  cherchant  cotte  généralisation 
(jue  nous  avons  été  conduit  à  soupçonner  l'existence  des  propositions 
(jui  font  l'objet  de  ce  Chapitre. 

70.  Remarque  au  sujet  d'un  travail  de  Bour  qui  n'a  pas  été 
publié-.  —  [|  nest  peut-être  pas  sans  intérêt  de  faire  observer  (|ne  Hour 


iSf)  ALnEnt  niBAicovR. 

(  Théorie  fie  la  déformation  des  surfaces,  p.  t/|8)  parle  «  d'un  ap- 
|)ondici'  à  son  Mémoire  consacré  à  la  théorie  des  surfaces  caustiques  » 
^  appendice  qu'on  n'a  pas  retrouvé);  il  annonçait  que  «  cette  théorie 
présente  des  rapports  fort  curieux  avec  celle  de  la  déformation  des  sur- 
faces ».  Nous  ne  pensons  pas  que  Bour  ait  songé  aux  aires  des  surfaces 
enveloppes  de  sphères  ni  à  leurs  volumes,  mais  il  avait  certainement 
trouvé  des  relations  liant  entre  elles  et  à  la  surface  dirimante  les 
quatre  na[)pes  des  surfaces  caustiques  conjuguées,  c'est-à-dire  les 
développées  des  surfaces  enveloppes  de  sphères  dans  le  cas  où  les 
rayons  incidents  sont  normaux  à  ime  surface.  Cette  phrase  nous  a  paru 
poser  un  problème  intéressant  à  résoudre,  tant  au  point  de  vue  de  la 
théorie  des  surfaces  proprement  dite,  qu'à  celui  de  la  reconstitution 
fiun  travail  perdu  :  telle  est  l'origine  de  toutes  les  recherches  cpie  nous 
exposons  partiellement  aujourd'hui.  Dans  le  Chapitre  IX,  nous  résu- 
merons rapidement  les  propriétés  des  surfaces  caustiques  qui  persis- 
tent avec  la  déformation  de  la  surface  dirimante  :  c'est  manifestement 
ce  que  visait  Bour. 

7 1 .  Pourquoi  la  distance  des  points  d'une  sur/ace  (O)  à  un  plan 
fi.ie  satisfait  à  une  équation  indépendante  de  la  forme  de  (O).  — 
On  a  considéré  comme  un  fait  digne  de  remarque  que  la  distance  des 
])oinls  d'une  surface  (O)  à  un  plan  fixe  satisfit  à  une  équation  qui  ne 
contient  que  les  dérivées  de  cette  fonction  et  les  éléments  indéformables 
de  (O).  C'est  en  partant  de  celte  équation  aux  différentielles  partielles 
du  second  ordre  qu'on  a  essayé  la  recherche  de  toutes  les  surfaces  appli- 
cables sur  une  surface  donnée,  mais  on  n'a  pas  indiqué  quelle  était  la 
raison  géométrique  du  fait  analytique  important  que  nous  venons  de 
signaler.  Ce  fait  se  met  en  relief  d'une  façon  tout  à  fait  nette  si,  au  lieu 
<le  la  distance  à  un  plan,  on  fait  intervenir  la  distance  à  un  point  fixe. 
Supposons  en  effet  (pi'en  chacun  des  points  d'une  surface  (O)  on  fixe 
avec  liaison  une  tige  égale  à  la  distance  au  point  fixe  AI;  si  les  extré- 
mités de  ces  tiges  ne  sont  pas  réunies,  la  surface  est  libre,  on  peut  la 
déformer  comme  on  l'entend;  réunit-on  au  contraire  toutes  les  tiges, 
elle  est  connue  une  carène  maintenue  par  ses  acores,  et  ne  peut  être 
déformée,  car  la  mise  en  place  de  la  surface  s'opère  consécutivement 
en  construisant  une  suite  de  tétraèdres  ayant  pour  bases  des  éléments 
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triangulaires  accolés  de  (O)  cl  pour  sommet  commun  le  point  M. 
Ainsi  :  claiil  donné  un  syslènu^  de  tif^es  fixées  en  chacun  des  soni- 
niets  d'un  polyèdi-e  à  faces  triangulaires  infiniment  petites,  il  n'y 
a  qu'une  forme  du  polyèdre  {et  la  forme  symétrique)  permettant 
de  réunir  les  extrémités  des  tiges  en  un  même  point.  Mais  celle 
construction  est-elle  toujours  possible  sans  déchirure  du  polyèdre, 
(juelque  soit  le  système  des  tigres  adopté"?  Il  est  bien  facile  de  voir  que 
non.  Soient  en  effet  O  Tun  des  sommets  du  polyèdre  et  i,  2,  3,  ....// 
les  sommets  dos  trianf;ies  ayant  O  comme  sommet  commun,  on  con- 
struira sans  difficulté  les  tétraèdres  (O,  1,  2,  M),  (O,  2,3,  INI), 

(O,  n  —  I,  /i.  M)  qui  s'accoleront  les  uns  aux  autres;  or,  ceci  fait,  on 
n'aura  plus  qu'à  joindre  le  sommet  n  au  point  1  pour  constituer  le  po- 
lyèdre autour  de  O,  mais  rien  n'implique  que  la  distance(«,  i)  sera  pré- 
cisément celle  qu'on  s'était  donnée  apriori.  Autrement,  sil'on  conslrnil 
le  tétraèdre  ayant  pour  base  («OM)  et  dont  on  connaît  les  trois  arêtes 
(m),  (  I  O),  (  i  M),  rien  n'implique  que  le  sommet  i  ainsi  obtenu  coïn- 
cidera avec  le  sommet  i  qui  a  servi  de  point  de  départ;  il  y  aura  donc, 
en  général,  déchirure  suivant  (O  i).  Si  l'on  passe  à  la  limite,  on  voit 
facilement  par  ce  qui  précède  que  la  distance  de  chacun  des  points 
d'une  surf  ace  {O)  à  un  point  (M)  n'est  pas  une  fonction  quel- 
conque des  éléments  indéformables  de  (M),  qu'à  toute  valeur  de 
cette  fonction  correspond  une  seule  forme  de  la  surface,  si  l'on  né- 
glige la  for /ne  symétrique. 

72.  Signification  géométrique  de  l'équation  qui  lie  la  distance 
des  points  d'une  surface  (O)  à  un  point  fixe,  aux  éléments  indé- 
formables de  (O).  Veut-on  savoir  quelle  est  l'interprétation  géomé- 
trique de  l'équation  de  condition  dont  nous  venons  d'établir  l'exis- 
tence? Elle  résulte  immédiatement  du  théorème  démontré  au  n"  (iîi; 
on  écrira  que  le  produit  des  distances  focales  relatives  à  l'enveloppe 
de  sphères  de  centre  M  est  égal  au  carré  de  la  distance  du  point  M  au 
plan  tangent  de  (O),  toutes  les  sphères  passant  par  O. 

Supposons  maintenant  que,  au  lieu  de  prendre  pour  données  de  la 
question  les  distances  des  points  de  (O)  à  M,  nous  choisissions  les  dis- 
tances de  (O)  à  une  sphère  de  centre  M;  il  est  clair  que  ce  (pie  nous 
avons  dit  au  11°  71  subsiste  intégralement.  11  suffit  de  supposer  que  le 
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rayon  de  la  sphère  croît  indéfiniment  (certains  de  ses  points  restant  à 
distance  finie)  pour  voir  que  la  distance  de  chacun  des  points  d'une 
surface  (O)  à  un  plan  (P)  n'est  pas  une  fonction  quelconque  des 
('h'-mcnts  indéformables  de  (M),  qu'à  toute  valeur  de  celte  fonction 
rorrrspond  une  seule  forme  de  la  surface. 

70.  Remarque.  —  Il  est  remarquable  que  si  la  surface  (M)  est  un 
poini,  Faire  (M)  est  nulle;  que  si  la  surface  est  un  plan,  sa  valeur 
sphériqueest  nulle  :  de  telle  sorte  qu'on  est  induit  à  penser  que  la  sur- 
face pour  laquelle  le  volume  (défini  comme  il  a  été  dit  plus  haut) 
compris  entre  (O)et(M)  est  nul,  présenterait  un  certain  intérêt.  Nous 
ne  pouvons  nous  arrêter  à  tous  ces  détails. 

74.  Exemple  dans  lequel,  en  particularisant  la  surface  de  réfé- 
rence (O),  on  obtient  un  faisceau  de  droites  parallèles  à  des  nor- 
males et  normales  à  une  surface,  quelle  que  soit  la  tmleur  de  (O). 
—  Nous  avons  établi  dans  ce  Chapitre  des  propriétés  qui  persistent 
quelle  que  soit  la  déformation  de  la  surface  de  référence,  en  laissant  à 
celle-ci  toute  sa  généralité;  il  serait  facile  d'arriver  à  de  nouvelles 
propositions  en  particularisant  (O).  Ainsi,  demandons-nous  dans  quel 
cas  le  faisceau  de  droites  (N)  parallèles  aux  normales  de  (O)peut 
rester  celui  des  normales  à  une  surface  quelle  que  soit  la  forme  de  (O). 
Keportons-nous  aux  formules  du  n°  50;  on  peut  toujours  supposer 
que  Y]  est  nul,  ce  qui  ne  fait  que  particulariser  le  réseau  (a)  (c);  la 
condition  devient 

P^^  +  .D^-4-q4-^-/-D-^H  =  o. 

(l\-        ^        du  ^  i,'  rfi'  ■'         /  du   ■ 

Or  elle  ne  peut  être  vérifiée,  (juelle  que  soit  la  forme  de  (O),  que 
Ion  a 

d\    _    df    d\        dg  y 

dr         ^'  <^i'  ~     '  »  du         du  ' 

système  dont  l'iulégrale  est 
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Lf  f/S-  de  la  surface  (O )  peut  s'écrire 

rfS-  =  du-  +  U^  dv-  : 

donc  la  surface  de  référence  est,  dans  ce  cas,  appliccdjlc  sur  um- 
surface  de  révolution;  le  \  de  la  droite  N  est  égal  au  rayon  du  pa- 
rallèle de  la  surface,  passant  en  O. 


CHAPITRE  YIII. 

ÉTUDE    DES    FAISCEAUX    DE    DROITES    SITUÉES    DANS    LE    PLAN    TANGENT 
DE    LA    SURFACE    DE    RÉFÉRENCE. 

7o.  Equation  donnant  la  va/'iation  du  plan  tangent  à  une  sur- 
face élémentaire.  —  Il  nous  est  nécessaire  d'établir  à  présent  un  cer- 
tain nombre  de  formules  relatives  aux  faisceaux  de  droites  situées 
individuellement  dans  les  plans  tangents  de  la  surface  de  référence  ; 
mais  nous  passerons  rapidement  sur  cette  étude,  afin  de  ne  pas  faire 
double  emploi  avec  celle  beaucoup  plus  générale  et  très  intéressante 
des  faisceaux  de  courbes  tracées  dans  les  plans  langenls  de  la  surface 
de  référence,  dont  nous  nous  occuperons  plus  loin. 

Considérons  un  réseau  orthogonal  («)((')  tracé  sur  la  surface  de 
référence,  et  soit,  par  rapport  aux  axes  OX,  OY, 

X  cos  ^  -I-  Y  sin  cp  —  /?  =  o 

l'équation  de  la  droite  T  faisant  partie  du  faisceau  (T)  dont  nous  vou- 
lons nous  occuper. 

Si  l'on  suit  un  chemin  défini  par  les  accroissements  du  et  f/r  sur  (  O), 
les  droites  telles  que  T  forment  une  surface  élémentaire;  il  s'agit  lout 
d'abord  de  trouver  la  loi  de  variation  du  plan  tangent  le  long  de  T. 
Désignons  par  0  l'angle  du  plan  tangent  en  un  point  ]VI(H,  v])  de  T  avec 
le  plan  XOY .  On  peut  considérer  le  point  iNI  marqué  sur  T  comme  se 
déplaçant  avec  elle  suivant  une  certaine  loi  qu'il  est  inutile  de  particu- 

Joiirn.  de  Math.  (  \'  série),  tome  VU.  —  Kasc.  I,  1S91.  1- 
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lariser;  les  coordonnées  du  point  M'  après  le  déplacement  (du,  i/c) 
soni  par  rapport  aux  anciens  axes 

E  +  AX,     v]+AY,     AZ; 

(lès  lors,  la  distance  de  la  projection  de  M'  sur  le  plan  tangent  à  T  est 

AXcoso  -1-  A  Y  sino, 

li  Ton  voit  immédiatement  que  Tangle  0  du  plan  tangent  en  M  est  dé- 
tini  par  la  formule 

tangO  =  -V TT^^ 

On  a  d'ailleurs,  pour  lier  les  coordonnées  de  M,  l'équation 

H  cos  o  -^  f]  sin  ç.  —  p  =  o  ; 
mais  d'après  les  formules  (F)  et  si  l'on  pose 

l  =  p  cos  9  -I-  L  sin  o , 

q^  p  sin  cp  —  L  cos  o. 
il  vient 

AZ  =      du\—  P(^cosç>  -I-  Lsinç,~)  -h  /'D(/>sin'i  —  Lcoso)| 
-t-  di'[—  Q(p  sin  9  —  L  cos 9)  -t-  ^'■D(/j  cos 9  4-  L  sin  o)], 

AXcoso  +  A  Y  sino  =        /du  -h(psïnz,  —  Lcoss)  (  c/w  -^4 d\>  ~i-\\  coso 

'  L  V        n'  "1'  fdu  I  ]  • 

+  |^+5-^A'  +  (/jcos9  4-Lsin9)(^A--^^  -  du  ^Jl  sino 

+  AH  cos  9  +  A-/]  sin  9  ; 

mais  l'on  a 

A;  cos 9  -t-  Aï]  sin  9  ^  A/j  -f-  ( ;  sia  9  —  ■/]  cos  9  )  A9  ^r^  Ap  -+-  L  A9  ; 
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(Idù  résulte  réquation  cliorcliée 

(       dii[p{—  Pcosa  +/D  sincs)—  L(P  sinu  h-/Dcoso)]  i 
.         A  (  +  (h'  [/)(—  Qsino+^D  coso)  +  L(Qcos'-5  +.gD  sino)"|  \ 

"  .'..  [/ces,  .  :^:  -  l(^,  -  *)]  .  *  [,  si,,,  .  g  .  L  (   *-  ^  ^.)]  ' 

Nous  allons  en  déduire  comme  dans  les  études  précédentes  toutes 
les  propriétés  du  faisceau  des  droites  (T). 

76.  Condilion  pour  que  Les  droites  joignant  O  aux  foyers  du 
faisceau  soient  conjuguées  sur  (O);  elle  est  indépendante  de  la 
forme  de  (O).  —  On  remanpiera  que  L  représente  une  longueur 
comptée  sur  T  à  partir  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  O  sur  cette  droite.  Aux  foyers  de  T,  les  plans  tangents  aux  sur- 
faces élémentaires  sont  invariables;  on  y  a  donc 

r,         p( — P  coso -h /"D  sino) — L(P  sina  H- /Dcoso') 
tangO  =  ^-^ '■ — - — 3 — - — -^77 '-— '- 

f   •■       p     i  (  AL.  _  '^'■?  \ 

■'         '        du         ''  \.;'  dv        du  J 
_  P( — Qsintp-i-^D  cos'f  )-l-L(Qcoso+^D  sinti) 
.  dp       .   I  di'         d'i  \ 

d'où  Ton  déduit  à  volonté  soit  l'équation  des  foyers,  soit  celle  des  plans 
tangents  principaux;  mais  il  convient  tout  d'abord  de  transformer  les 
équations  précédentes;  on  peut  les  écrire 

r,         —  P  (/?  coso  +  L  sino)-l-  fD(p  sin  -i  —  h  coso) 

'^""s^^  =  — ^7-^ — rip    // df     d. - 


du  \§^  dv       du  I 

■    — QC/J  sinip  —  Lcos(p)-|-;§-D(/>coso  -f-  L  sine;) 
.  dp       ,  I  dsr        do  \ 

ou,  en  multipliant  haut  et  bas  par  des  coefficients  convenables  et  ajou- 
tant, 
tangO  /«sintfi — -Lcoso 


PQ— /n-D^  ^r^  dp       .  l  df        d^W      „r      .  dp       ,  l   d!-        doW 

p  coso  -H  L  sin  'i 
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p  d*.'  ) 

P  du  ) 

,^\ 
p  du  ' 

dj^\ 
P  d^'  ) 


(   dg 

+ 

da  \ 

dt-  r 

•        /    df 
—  sinci    -^ 

- 

d.\ 

du  1 

/    df 

d'f\ 
du)' 

-f- 

d,) 
dv  ) 

et  cherchons  réquation  quadratique  des  droites  passant  par  les  deux 
foyers  et  par  O  ;  nous  trouvons 

Y^r/DA  +  QC) 
+  XY(/DE-  PA  -  -DC  +  QB)-X-(PE+^DB)=o. 

Que  faut-il  pour  que  ces  droites  soient  conjuguées  de  l'indicatrice 
en  (O)"?  D'après  l'équation  (  2)  on  trouve  facilement 

«-C  =  /E, 

d'où  résulte  l'équation  fort  importante 

d  /^sinçX  d  //costsX 

du  \     p      J        dr  \      p       I 

On  remarquera  que  les  paramètres  tenant  à  la  forme  de  (O)  out 
disparu;  d'où  résulte  que  :  si  les  segments  focaux  d'un  faisceau 
de  droites  T  situées  dans  les  plans  tangents  de  la  surface  de  réfé- 
rence sont  vus  des  points  de  contact  sous  un  angle  dont  les  cafés  sont 
conjugues,  on  peut  déformer  (O)  comme  on  l'entend,  cliaque  plan 
tangent  entraînant  la  droite  correspondante ,  et  cette  propriété  sub- 
sistera. 

77.  Intégrale  de  l'équqlionde  condition  précédente;  interpréta- 
tion géométrique.   —  Mais  l'équation  de  condition   est  équivalente 

au  système 

j^sino  f/Z  /coso  (/Z 

p  f/f  '  p  du  ' 
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d'où  n'sultc  que  ron  peut  conslruiir  iunnédialcmeiU  tous  les  faisceau  v 
de  droites  telles  que  T  satisfaisant  à  la  condition  géométrique  iiidirpiéc. 
On  peut  même  donner  de  ces  faisceaux  une  définition  géométrique 
tout  à  fait  nette.  Choisissons  le  réseau  (;/,  e)  de  telle  sorte  (|ue  o  soil 
toujours  nul,  il  vient 

p         du  dv  ' 

d'où  résulte  que  la  droite  peut  être  considérée  comme  la  polaire  de 
la  corde  de  contact  d'une  em-eloppe  de  sphères  ayant  leurs  eenlres 
sur{0). 

Autrement  dit,  que  l'on  considère  deux  enveloppes  de  sphères  con- 
juguées (M)  et  (M'),  si  l'on  mène  les  plans  tangents  à  ces  enveloppes 
aux  points  correspondants  M  et  M',  ils  se  couperont  suivant  une  si-rie 
de  droites  T  situées  individuellement  dans  chacun  des  plans  taugenis 
^e  (O)  ;  les  droites  joignant  O  aux  foyers  de  T  sont  conjuguées  sur  ((  )). 

Telle  est  l'intégrale  du  prohlème,  elle  témoigne  une  fois  de  plus  du 
rôle  que  jouent  les  enveloppes  de  sphères  en  Géométrie. 

Nous  aurons  par  la  suite  à  revenir  sur  ces  faisceaux  intéressauls. 

78.  Equation  des  plans  tangents  principaux.  Fonction  inva- 
riante quelle  que  soil  la  forme  de  (O).  Cas  où  les  droites  sont  nor- 
males à  des  sur/aces.  —  Formons  maintenant  l'équation  qui  domie 
les  plans  tangents  principaux;  on  trouve. 

-tang-^0[(/cos,-.|)(^^^:|) 

+  tangO  [-/,(Pcos9  -/Dsino)(^^  +  ^^) 

-+-  (/COS9  -4-  l^j  (Q  cosç>  -I-  gD  siuo) 
+  (Psino  +  D/COS9)  (^-sino  -^  ^^ 
-p(Qsin?  -ê'Dcos9)  (^.  -  g)] 
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On  voit  que  le  produit  des  tangentes  que  font  les  plans  pi-inci- 
paux  a^ec  le  plan  tangent  à(0)  est  constant  quelle  que  soit  la 
forme  de  (O)]  en  particulier,  si  un  faisceau  (T)  est  composé  des 
normales  à  une  surface,  il  jouit  de  cette  propriété  quelle  que  soit  la 
forme  de  (O).  Dans  ce  cas,  l'équation  de  condition  est 

/'        •  dp\f   df  rfo\ 


dv )  \gdv        du) 

79.  Liaison  entre  les  droites  joignant  les  foyers  du  faisceau 
à  (O)  et  les  images  principales.  —  D'après  les  errements  suivis  pré- 
cédemment, nous  sommes  naturellement  amené  à  rechercher  les 
images  principales  sur  (O)  du  faisceau  (T);  soit  00,  un  élément 
de  (O)  qu'il  faut  suivre  pour  que  les  droites  T  se  rencontrent  consé- 
cutivement; soit  F,  le  foyer  de  T  correspondant.  Le  plan  XOY  conte- 
nant T  est  (d'après  un  lemme  souvent  employé)  tangent  à  la  surface 
élémentaire  au  point  où  sa  caractéristique  rencontre  T,  pour  tout  dé- 
placement de  T;  mais,  dans  l'espèce,  la  surface  élémentaire  étant 
dévcloppablc,  le  plan  XOY  ne  peut  être  tangent  qu'au  point  de  l'arèle 
de  rchroussement,  c'est-à-dire  au  foyer  F,  :  donc  si  l'on  suit  l'une 
des  images  principales,  la  direction  conjuguée  de  celle-ci  contient  le 
foyer  correspondant  de  T.  Par  conséquent,  on  obtiendra  l'équation 
quadratique  des  images  pi'incipales  en  formant  celles  des  droites 
conjuguées  aux  droites  issues  du  point  O  et  contenant  les  foyers  F, 
et  F,. 

Il  importe  d'établir  cette  formule  en  prenant  l'équation  de  la 
droite  T  sous  la  forme 

AX+BY  =  i,         Z  =  o, 


•     t      I   I)  il  .  •■  ■     cosca     .  sinœ 

OU  A  cL  \)  sont  les  (luantiles i  et '-• 

P  P 

Si  l'on  suit  le  clicmin  dudv,  les  écpialions  de  la  droite  dans  la  se- 
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coude  position  soiil 

f  A  +  ^  du  +  '^  dv)  \  -  /du  +  X  +  Y  (^-^  du  +  ^  dv) 
\  du  dv        /  L  \o"''  y '/"       / 

-(«-:;!  ""  -  f  "••)  [- .-"'  -  ^  {^  <>'  -  „^"«) 

+  Y  +  Z  (-  Q  d^-  +  /D  ^/;/)l  =  I , 
X(P  rf//  -  o-D  f/p)  4-  Y  (Q^/r  -/D  ^/m)  +  Z  =  o. 

Ecrivant  que  X,  Y,  Z  ont  les  mêmes  valeurs  dans  les  équations  qui 
précèdent,  il  vient 

*■  ['■  CS  -  A  i^,  -  AB/)  +/D  (^  +  B  ^^.  -  A=/)] 
^,Uul\     P(f  H-Ai|-Bv)+/D(ii-B^-AB, 
-Qe~-B^.-Ay)-='D(^-A„^,-AB/ 
+  rf..[-Q(^-B*;-AB.)-,,D(i5^A^,-Bv)]=o. 

On  Aérilie  sur  cette  équation  que  les  images  principales  sont  conju- 
guées lorsque 

^,(A/)  =  i^,(BiO- 

Si  pour  une  forme  de  (O)  les  images  principales  de  (T)  sont 
conjuguées,  elles  restent  conjuguées  quelle  que  soit  la  forme  de 
(O);  de  plus,  leurs  tangentes  en  (O)  coïncident  avec  les  droites  qui 
joignent  O  aux  foyers  de  T  :  l'intégrale  du  problème  correspond 
donc  aux  polaires  des  enveloppes  de  sphères. 

80.  Cas  où  les  segments  focaux  sont  vus  suivant  des  directions 
conjuguées  des  points  de  contact  de  deux  plans  passant  par  les 
droites  du  faisceau,   l'une  des  surfaces  étant  l'une  des  nappes 
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d'une  cmx'loppe  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  l'autre.  Pre- 
mière équation  du  problème.  —  Lorsque  T  est  la  polaire  d'une  en- 
veloppe de  sphères  (M)  et  (M'),  le  segment  focal  est  vu  du  point  O 
sous  des  directions  conjuguées;  les  droites  MF,,  MF2  jouissent-elles 
(le  la  même  propriété  par  rapport  à  (M)? 

Uenversons  le  problème  et,  nous  donnant  des  droites  T  situées  dans 
les  plans  tangents  de  (O),  exprimons  qu'elles  appartiennent  aux  plans 
tangents  d'une  surface  (S)  telle  que  le  point  S  soit  à  chaque  instant 
sur  la  normale  en  O  à  (O).  Il  est  clair  que  l'on  peut  considérer  (O) 
comme  l'une  des  nappes  d'une  enveloppe  de  sphères  dont  les  centres 
sont  sur  (S);  dès  lors,  les  droites  SF,,  SF^  sont  conjuguées  sur  (S),  et 
le  problème  est  ramené  à  la  recherche  des  conditions  dans  lesquelles 
()F,  et  OF,  sont  conjuguées  sur  (O). 

Prenons  l'équation  du  plan  tangent  en  S  sous  la  forme 

AX  +  BY  +  CZ  =  I . 

Supposons  de  plus  que  (O)  est  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure. 
(]  est  l'inverse  du  segment  OS. 

On  obtiendra  les  équations  des  coordonnées  du  point  de  contact  en 
cherchant  l'intersection  du  plan  tangent  avec  tous  les  plans  tangents 
infiniment  voisins  ;  les  formules  ($)  donnent 


X    B 


V     /^"  «/'•/  '  fdu         dv 


-f^  +  PC-^f)  +  Y(-A4+^) 

d_ 

fdu         dv  ) 
dC 

dv 

mais,  ici,  X  et  Y  doivent  être  nuls  et  Z  doit  être  remplacé  par  ^,  de  telle 
sort(^  qu'on  doit  avoir 


Z(-BQ+f)-B„^  =  „i 
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nous  voulons  que 


cx'ci  conduit  a 


qui  est  réijualion  diUorcntielle  des  surfaces  telles  que  (S)  ;  il  esl  facile 
de  voir  t|u'elle  n'est  autre  (jue  ré(|uation  (7)  dans  laquelle  on  a  reni- 

placê  /par  ^-  Ce  résultat  était  prévu;  en  effet,  puisque  les  droites  SF,, 

SF2  i"encontrent  respectivement  OF,  etOF,,  en  suivant  Timage  prin- 
cipale du  faisceau  (T),  les  normales  OS  à  (O)  doivent  également  se 
rencontrer  consécutivement;  par  conséquent,  OF,  et  OF,  sont  lan- 
gentes  aux  lignes  de  courbure  de  (O). 

80 />/s.  Deuxième  équation  dumêmcproblèrnc. —  Mais,  au  lieu  de 
chercher  à  déterminer  (S),  qn  peut  demander  quelle  est  la  définition 
directe  du  faisceau  (T);  il  faut  alors  éliminer  C  des  deux  équations 
où  il  (Mitre;  or  on  trouve,  en  dilférenliant, 

Se  =  i  (^f)  (^  -  7)  ^  ^^^■^^■^'  -^  ^^^-^^  -^  -^'^i'  (7  »' 

^  =  .-â  (I^«  )  (C  ^  f)  ^  AB/5^C  4-  AB  .P  +  Bg^{^). 

Il  vient  donc,  dans  riiypothèse  où  nous  nous  plaçons,  si  l'on  consi- 
dère que  l'on  peut  poser 


^/= 

—  do 
0  du 

^ë 

^ 

—  d'^ 

'idv 

du  (h' 

d'^ 
du 

fd. 

+ 

d'o 

dg 
g  du 

Telle  est  l'écjuation  du  problème;  on  voit  que  l'on  retombe  sur  cette 
éfjuation  pour  ainsi  dire  canonique  qui  régit  toutes  les  théories  dont 
nous  nous  sommes  occupés  jusqu'à  présent. 

Journ.  de  Math.  (!\'  série),  lome  VII,  —  Kasc.  I,  1H91.  I-J 
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CHAPITRE  IX. 

ÉTVDE  DES  F.VISCE.VIX,  DE  DROITES  ISSUES  DES  POINTS  DE  L\     SURFACE 
DE  RÉFÉRENCE. 

81.  Équation  des  traces  principales.  —  Nous  arrivons  à  r/'liulc 
clos  faisceaux  de  droites  rayonnanl  des  différents  points  de  la  sur- 
face de  référence;  on  peut  considérer  ces  droites  comme  des  rayons 
lumineux  et  la  surface  (O)  comme  la  surface  dirimante  séparant  deux 
milieux  d'inégale  transparence;  alors  les  surfaces  focales  des  faisceaux 
deviennent  des  caustiques;  mais  nous  n'emploierons  pas  les  dénomina- 
tions employées  en  Optique. 

Les  équations  d'une  droite  R  issue  du  poiiil  O  de  ('())  [leuveiil  se 
mettre  sous  la  forme 

X  _  Y  _  Z 

a    ~  b   ~  \' 

Les  équations  de  la  droite  infiniment  voisine  correspondant  au  dé- 
placement cluck'  sont,  d'après  le  système  <I'. 


-i^ï+PZ 


rfi 


y        gdv  J  \jda  ° 

dn     ,  da    , 

"  -^    -r-  du  H —  rfl' 

(lu  dr 

/>  H — r  du  H — —  di> 
du  c/c 

=  Z  +  du  (  l\\  —  fin  )  +  ./>  (  (Y  Y  —  g  UX)  : 

exprimons  (pie  la  seconde   droite  rencontre  la  |)remière,  nous  aurons 
ainsi    r(-qMalion  (]i-<   /races  principales  du    faisceau   (R)   siu'  (O); 
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\,  V.  Z  siM'oiit  les  c(K)i'(l()iin<''Os  (Fiiii  loyer.  On  peiil  ('cnrc 
,    i  <l(i        f      ,,        (If    ,\        ,   f      da         dg  \ 


\du    '    Z  g  dv      j  \       di'    '    fdu 

a 
,    l'dh        g        ,^         dg      \         ,    l       dh  df  .^\ 

=  du (  l' a  -  /D  h )  +  ^A-(  (l  h  -^  - 1) a), 

où  III'  llgia-i'iil  plus  ([lie  les  c///,  «■/r  de  la  Irace  pi'inclpale  el  le  Z  du  foyer. 
(Ju  liouvo  pour  les  li-accs  priiicipalt'.s 


(  --i*)) 


__,A.^  ,,■  !(  _  ^J^  ^  ^  /,  4-  .d)  -  a(Q/>  -  -  Da) 

_  ,/„ ,A. ;  Ai^L  +  ()  .^  j^  o  ^  h{()b- ^D«)1 

/■'    I  ^/i'  ^         Jdu  ^  ^  ^  ^J 

82.  J)ans  quel  cas-  les  traces  principales  sont  conjuguées.  Trans- 
formation des  faisceaux  en  question.  —  Cherchons  dans  cjuel  cas 
elles  formeront  un  réseau  conjugué  sur  (O).  En  appliquant  la  condi- 
tion (2),  il  vient 

I  >  /         d'i  dg    ,  "\        ,  ^  /        dh  df       \ 

rv  /    rdl'         1  df  da  dg\ 

V   c/r  f/c        "  du  du] 

On  remarquera  tout  d'abord  que  si  l'on  change  les  signes  de  a  et 
(je  h  la  condition  ne  change  pas;  mais  en  faisant  cette  transformation 
on  fait  intervenir  les  droites  symétriques  de  R  par  rapport  aux  plans 
laiigents  de  (O);  donc  :  si  les  traces  principales  d'un  faisceau  inci- 
dent \\  sont  conjuguées,  il  en  est  de  même  pour  le  faisceau  formé 
par  les  rayons  réfléchis. 

Supposons  maintenant  (pfon  ail  choisi  pour  réseau  (?/,  c)  celui  des 
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lignes  de  courbure,  \a  condition  devient,  en  tenant  compte  des  équa- 
tions de  Codazzi 

on  voit  que  /  et  g  ont  disparu;  par  conséquent,  que  l'on,  mène  à 
chaque  inslant  par  les  points  images  de  la  sphère  de  rayon  unité  des 
parallèles  aux  droites  du  faisceau  (R),  si  les  traces  de  celui-ci 
sont  conjuguées  sur  (O),  les  traces  principales  du  faisceau  image 
sont  aussi  conjuguées  sur  la  sphère. 

Cette  propriété  nous  paraît  très  digne  d'intérêt,  car  elle  vient  encore 
grossir  la  belle  théorie  des  images  sphériques. 

L'énoncé  précédent  peut  d'ailleurs  être  mis  sous  une  forme  plus  gé- 
nérale en  apparence.  En  effet,  tout  faisceau  rencontrant  la  s])hcre  et  y 
découpant  par  ses  traces  jjrincipales  un  réseau  conjugué  constitue  un 
être  géométrique  qui  n'a  plus  rien  de  commun  avecle  réseau  des  lignes 
de  courbure  de  (O);  par  cousécpient  :  si  Von  fait  correspondre  deux 
surfaces  quelconques  de  façon  que  leurs  plans  tangents  soient 
simultanément  parallèles,  que,  de  plus,  on  mène  par  les  points  de 
contact  des  rayons  parallèles  entre  eux,  si  l'un  des  faisceaux  a  ses 
traces  principales  conjuguées,  l'autre  faisceau  jouit  aussi  de  la 
même  propriété. 

La  recherche  des  faisceaux  (R)  en  question  revient  à  celle  des  fais- 
ceaux analogues  qui  découpent  la  sphère,  par  leurs  traces  principales, 
suivant  un  réseau  orthogonal. 

85.  Intégrale  directe  du  problème  à  l'aide  de  surfaces  dont  les 
plans  tangents  sont  parallèles  à  ceux  de  la  surface  de  référence.  — 
L'uUégrale  du  problème  s'obtient  d'ailleurs  sans  ce  détour  ;  on  peut 
|)Oser,  en  effet, 

p  f/Z  .  „  dTj 

'Ldu  '^        Z(/c' 

Considérons  une  surface  (N),  enveloppe  des  plans  distants  de  Z  des 
•plans  tangents  à  (O),  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 
(n''34) 

''-^'      ^  =  ivr.'     ^  =  7M,' 
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(roù  il  résulte 

p  ;  (Ha  ,--  r,  rfZ 

\  ~  Tdli''         -  ç  ~  zTÂ^' 

par  conséquent,  on  obtiendra  Vintégvah'  la  plus  générale  du  pro- 
hlènie  en  joignant  les-  points  de  (O)  à  ceux  d'une  surface  quel- 
conque (N),  la  correspondance  étant  établie  par  le  parallélisme  des 
plans  tangents. 

Il  n'échappera  jias  que  la  réciproque  de  cette  proposition  conduit 
évidemment  à  une  solution  (qui  était  bien  connue  d'ailleurs),  mais  il 
est  important  de  savoir  qu'elle  est  la  plus  générale  et  qu'elle  fournit 
tous  les  faisceaux  (R)  dont  les  traces  principales  découpent  ((3)  sui- 
vant un  réseau  conjugué. 

84-.  Autre  intégrale  obtenue  en  homographiant  la  précédente.  — 
Enfui  la  définition  précédente  peut  elle-même  être  généralisée.  Les 
plans  tangents  en  N  et  O  étant  })arallèlesse  rencontrent  sur  le  plan  de 
l'infini.  On  peut  donner  la  règle  suivante  :  Tracez  clans  un  plan  P 
une  droite  quelconque  D,  et  par  cette  droite  menez  des  plans  tan- 
gents à  deux  surfaces  (O)  et  (7^),  Joignez  les  points  de  contact  par 
une  droite  R  lorsque  D  se  déplace  dans  le  plan  P,  les  droites  R 
forment  un  faisceau  quia  pour  images  principales,  sur(O)  et  (N), 
deux  réseaux  conjugués. 

\l  serait  intéressant  de  chercher  toutes  les  surfaces  (N)  associées  à 
une  surface  (O)  et  telles  qu'en  joignant  les  points  N  et  O  on  obtienne 
un  faisceau  de  droites  dont  les  traces  principales  sur  (N)  et  (O)  soient 
conjuguées.  R  conviendrait  de  se  donner  l'équation  du  plan  langent 
à  (  N  )  sous  la  forme 

AX  +  RY  +  CZ  =  I  ; 

l'une  des  équations  du  problème  serait 

l'autre  équation  serait  du  second  ordre  par  rapport  à  C.  R  conviendrai! 
d'examiner  le  cas  où  C  disparaît;  alors  on  obtiendrait  la  génération  in- 
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diquée  ci-dessus.  Le  cas  où  (N)  est  infinimenl  voisin  de  (O)  présente 
beaucoup  d'intérêt.  Mais  celte  étude  coniporle  de  trop  grands  déve- 
loppements pour  trouver  place  ici. 

85.  5i'  les  traces  d'un  faisceau  sont  conjuguées,  celles  du  faisceau 
réfléchi  le  sont  aussi.  Si  les  deux  traces  coïncident,  chacun  des 
faisceaux  est  formé  des  normales  à  une  surface,  le  réseau  des 
traces  communes  est  conjugué.  —  Nous  avons  dit  que,  si  les  traces 
principales  du  faisceau  (R)  sont  conjuguées  sur  (O),  il  en  est  de  niènie 
pour  les  traces  principales  du  faisceau  formé  par  les  rayons  R  réfléchis  ; 
mais  les  deux  images  coïncident-elles?  Pour  que  la  coïncidence  ait  lieu, 
il  faut  que  l'équation  en  du,  dv  ne  change  pas  si  l'on  change  les  signes 
de  açib;  ou  est  ainsi  conduit  à  écrire 

—fD{i  +  l>'-)^ab?_  —  gD{i  +  a'-)+abC}  _    /Q(i  H- //)  — ^P(i  +  a^) 
db  cif  ~  da         dg  ~     db  dg  da        df     ' 

17,"  Jd^'""  l^'^Jd?,  ■'d:'^"dl,       ^  du        d.-' 

l't  l'on  observera  que  l'on  n'a  pas  supposé  encore  que  les  traces  fussent 
conjuguées.  Mais  si  l'on  multiplie  par  Q  les  deux  termes  de  la  première 
fraction,  par  P  ceux  de  la  seconde  et  enfin  par  D  ceux  de  la  troisième 
et  cju'on  ajoute,  on  trouve 


(27) 


0f£^'_4aUpf^-#i 
^\dii         ffdr      '  \a\-        Jdu 


-^  /  .  db  du  da         df  ,\ 

y   <Vr  Un         "  du         f/i-     / 


Si,  au  conlraire,  on  multiplie  les  fractions  de  telle  sorte  qu'en  les  ajou- 
tant P,  ()  et  D  disparaissent,  il  vient 

dl>        df     \        ..         ,..ida         ds 


(  20)  < 

et,  conimi.'  il  n'y  a  que  deux  équations  distinctes,  les  deux  dernières 
peuvent  être  seules  considérées.  Mais  la  première  exprime  que    les 
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traces  principales  sont  conjuguées;  quant  à  la  seconde,  elle  établit  cpic 
les  droites  II  sont  normales  à  des  surfaces,  comme  nous  le  démontre- 
rons tout  à  l'heure.  On  peut  changer  les  signes  de  a  et  de  b  dans  la 
dernière  condition  sans  rallérer,  de  telle  sorte  qu'on  démontre  à  la  fois 
les  propriétés  que  voici  : 

Si  des  rayons  suiil  iioi-maux  à  une  surface  et  qu'ils  se  ré/Jédiis- 
sent  sur  une  surface  donnée,  les  rayons  réfléchis  sont  encore  nor- 
maux à  des  surfaces  (théorème  de  Malus  et  Dupin). 

Si  les  traces  principales  de  deux  faisceaux  symétriques  par  rciji- 
port  aux  plans  tangents  de  la  surface  de  référence  coïncident:  i  "  ces 
traces  sont  conjuguées;  2"  chacun  des  faisceaux  est  composé  de 
droites  normales  à  une  suif  ace.  Ce  dernier  théorème  a  été  établi  |)ar 
Charles  Dupiii. 

86.  Condition  pour  que  le  faisceau  soit  formé  des  norniales  à.  une 
surface.  —  Il  faut  maintenant  trouver  directement  la  condition  pour 
<pie  les  droites  R  soient  normales  à  des  surfaces;  on  l'obliendra  en  écri- 
vant que  les  plans  menés  par  la  droite  11  et  les  traces  principales  sont 
rectangulaires. 

Le  plan  passant  par  II  et  par  la  tangente  à  O  coi'respondant  au  dé- 
placement du,  dv  a  pour  équation 

g  dv  {\-  aZ)  =  fdu (Y  -  bZ). 

Si  les  plans  passant  par  les  déplacements  du,  dv,  du' ,  dv'  sont  rectan- 
gulaires, on  aura 

o  =  ^-(i  -I-  a-)dvdv'  •+-  (I  -t-  Ir)  f-dudu'  —  abfg(dudv'  -+-  dvdu' ): 

en  exprinuinl  que  les  deux  racines  de  l'équation  (2G)  satisfont  à  cette 
équation,  on  retrouve  (28  ). 

87.  Théorème  de  Malus  et  Dupin  sur  les  rayons  réfractés.  Co- 
nique passant  par  les  foyers  des  faisceaux  des  rayons  incidents  et 
réfléchis  :  double  génération.  —  Nous  supposerons  dans  ce  (pii  va 
suivre  que  l'on  a  constamment 

b  =  o,         a  ^=  t'i'ig') 


lO^ 
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c'esl-à-flirc  que  le  plan  clos  ZX  csl  toujours  choisi  de  façon  à  contenir  le 
rayon  R. 

La  condition  pour  que  les  droites  soient  normales   à  des  surfaces 

est 

df  roiidi 


/V/c         siiuV/i' 


o; 


on  voit  que  si  Ton  change  sini  en  Ivsin/,  Téquation  est  encore  véri- 
lice;  par  conséquent,  si  des  rayons  lurniiieitx  normaux  à  une  sur- 
face en  rencontrent  une  seconde,  ils  sont  toujours  réfractés  norma- 
lement à  une  surface.  C'est  le  conq)lément  du  théorème  de  Malus  et 
(^h.  Dupin. 

lùahlissons  rapidement  ce  qui  a  trait  à  la  courbure  des  deux  nappes 
d'une  enveloppe  de  sphères. 

Soit  i  l'angle  que  la  droite  R  fait  avec  Taxe  des  Z  ;  puisipie  Ton  sup- 
pose que  cette  droite  est  située  dans  le  plan  XOZ,  si  Ton  désigne  par  0 
l'angle  que  le  plan  tangent  en  un  point  !\I  de  R  à  une  surface  élémen- 
taire fait  avec  XOZ,  on  a,  en  désignant  par  ^  et  'C  les  coordonnées  du 
])oint  M, 

tano-O  = 


AX  cos  i  —  iZ,  sin  i 


d'où  résulte,  en  vertu  des  équations  (F)  et  en  tenant  compte  de  la 
relation 

A  H  cos  ?'  —  A'C  sin  '  =  (  H  sin  i  +  t  cos  i)  A  /, 

»<»ng  i  —   ^  cosi[fdu  +  Ç(  F  du  —  g\)  d^')] 

.^  (  di    ,  di  , 

0(  -r-da  ^  -rd\ 

aux  foyers  du  faisceau,  on  a 


I       +  sin/(Pc/(/  —  ,^D  fA)ç  -t-(;  sin  «  +  Çcosj)  I  -y-(f«  +  j 


tansO  =  --^ ■ 


(/-+-  Pï)cos« -+-  P?  sinj -t-(;  sin;"-|-  ÇcosT 


du 
fdu         ^ 


—  ,;'D(Çcosj  +  \  sini)+  -r-  (^sinj  H-  ?cos«) 


TUKoiiiK   (;i;nkhai.e   kes   sihkaces   coiurks. 
dOi'i  f(''sulU' 


/  cos- ;  -1-  P :  +  î  —  col  /  ~  ^'Dt-h  l-r  *'"t  ' 

tiii  '         av 

«■t  l'on  s'est  arrang'o  poiii"  (|ue  les  fiaclioiis  ne  coiilenanl  pas  laiii;0  ne 
varient  pas  si  tanjj;/  eliangc  de  signe;  on  voit,  par  cet  aiiiliee,  (pie  les 
foyers  des  rayons  incidents  et  réfléchis  sont  sur  la  conique 

si  l'on  t'ait  ç  =  o,  il  vient 

■^■^ ,  l>o  -  /-D-  )  +  /-  eos=  /  +  (if  r  H-ZQ  cos^  i)  'Ç  =  o, 

et  l'on  reconnaît  que  le  produit  des  segments  interceptés  sur  OZ  est 
égal  (au  signe  près)  an  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  de 
(  ())  multiplié  par  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  d'incidence. 
Si  l'on  fait  l  ^  o,  il  \ient 

ffdi-  df  V  J""    /  "'■  / 

é(]ualion  qui  ne  varie  pas  si  l'on  déforme  (()  ).  chaque  plan   tangent 
entraînant  avec  lui  son  couple  de  rayons. 
Dune  façon  générale,  on  a 

-  du(-^  ■  +/dO  -+-  rfe (  é'  +  --f  ?  +  Q:  ) 
,  .  \frdi'  V  fdu  ^ 

(2(,)  langOeos/=  — ^^^ di  \         1      li r  cos-/=//m-osv, 

rf«(/cosVH-P'  +  -3-coti'.n-i-rfc(  — ^DÇ  +  -T-COt/.M 

mais  le  premier  membre  représente  la  tangente  de  l  angle  que  la  Iract 

Journ.  de  A/ath.  (.\'  siric).  tome  Vl(.  —  l-'asc.  I.  iSi)i.  '  -I 


loO  ALBERT    Rin\tCOin. 

(lu  plan  tangent  on  M  sur  XOV  f'ail  avoc  ()\;  c'est,  si  Ton  veut,  le 
roeliicienl  aujinlaire  de  cette  trace. 


88.  Double  gcncration  de  la  conique  précédente.  —  Celte  re- 
marque conduit  à  des  conséquences  qui  méritent  d'être  signalées  : 
donnons  à  m  une  certaine  valeur  et  cherchons  à  déterminer  les  points 
de  conlact  des  plans  tangents  correspondants  sur  les  deux  surfaces  éJé- 
tnenlaires  formées  par  les  rayons  incidents  et  réfléchis.  Il  faut,  dans 
l'équation  (29),  considérer  ^  et  ^  comme  des  coordonnées  courantes, 
et  l'on  voit  qu'alors  elle  représente  une  droite  qui  contient  les  dmix 
points  de  contact;  cette  droite  varie  avec  la  trace  des  surfaces  élémen- 
taires, mais  elle  pivote  alors  autour  d'un  point  déterminé  par  les  équa- 
lioiis 

m= ^^—  —  •' 


/  cos-« -t- I  !,  H — T-cot/.ç         — ir  D?  H — ^coti.; 
•^  du  '  a^• 

ci  le  lieu  de  tous  ces  pivots  pour  toutes  les  valeurs  de  m  est  précisé- 
ment la  conique  trouvée  plus  haut. 

Inversement,  si  pour  une  même  trace  des  surfaces  élémentaires  on 
cherche  l'enveloppe  de  la  droite  joignant  les  points  de  contact  corres- 
pondant à  une  valeur  de  m,  lorsque  ni  prend  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, on  trouve  qu'elle  se  réduit  au  point  défini  par  les  équations 

-du{^,l-^/D^-^d.(g-^;;^l^q:)  =  o, 

du  (/cos»  /  +  l'-^  4-  ^ coli.i)  -h  di-  ( -  g  or  -^  j';'. coliX)  =  o. 

Le  lieu  de  tous  ces  pivots,  lorsque  du  et  di'  varient,  est  encore  la 
conicjue  trouvée  précédemment. 

Si  dans  l'équation  (29)  on  fait  s  =  o,  tous  les  termes  dépendant  de 
la  courbure  de(  O  )  s'élinlinent  et  l'on  voit  que  pour  les  mêmes  valeurs 

de  m  el  ^,  si  l'on  déforme  (O),  la  droite  des  contacts  pivote  autour 

(lu  point  où  elle  rencontre  le  plan  tangent  en  O. 
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Sî).  \itlit'  double  grnèration  de  la  conique  quand  les  rayons 
inridciils  et  réjlèchis  sont  normaux  à  des  surfaces.  —  Dans  ce  (|iii 
précède  nous  n'avons  pas  supposé  que  les  rayons  fussent  norniiuix  à 
fies  surfaces;  faisons  mainlcnant  cette  hypothèse  et  considérons  les 
surfaces  élémentaires  formées  {)ar  les  cordes  de  contact  des  sphères 
tangentes  aux  deux  nap})cs  normales  aux  rayons  réfléeliis  et  ineideiils. 
Soient  R  le  rayon  dune  sjjhère  envelopp(''e  et  o  le  H  d'une  corde  de 
conlaet,  on  a 

0  =  -    -.-    =    KSMW, 

tpj  -    .    ,  .        ^       ,  .  fli  (to         ^  .  di  N    <// 

-r-  =  —  /  Sin-/,  +  0  COll  -r-,  -—  =  0  col  I  --  =  —  0  -—7-  • 

du  ■'  du  rtf  di'  1  de 

1/équation  qui  donne  la  variation  du  plan  langent  le  long  <riiiie 
génératrice,  pour  le  déplacement  f///,  (A',  est 

du  (  -  -^  0  ~fm  +  d.  f..  +  -/>  0  +  (  r  ) 

(  )o)     tangco  —        —  V         . 


du  (/  coj-  /  -I-  0  col^  — h  I  ■=  1  -H  «e  1  0  cott  --. i;  I); 

Le  second  memhre  de  cette  expression  ne  diffère  pas  de  celui  de 

- — ^  trouvé  plus  haut.  Mais,  si  l'on  remarque  qu'en  faisant  intervenir 

toutes  les  surfaces  enveloppes  parallèles  on  aura  une  série  de  eordes 
de  contact  aiix(jucllcs  s'appliquera  l'équation  en  tangco;  o  et  L  dési- 
gnant les  coordonnées  courantes,  la  relation  (29)  montre  (pie  le  lieu 
^\î^f.  points  de  toutes  les  cordes  de  contact  où  les  plans  tangents  font 
avec  h-  plan  d'incidence  l'angle  w  est  une  droite.  Pour  une  valeur  de  w, 
si  du  et  dv  varient,  la  droite  pivote  autour  d'un  point.  Inversement,  si, 
oj  vaiianl,  du  et  dv  restent  constants,  la  droit<'  pivote  autoiu'  d'un  se- 
cond point;  les  lieux  de  ces  pivots  coïncident  entie  eux  et  avec  la  co- 
ni(]ue  trouvée  précédemment. 

Au  point  où  une  corde  de  conlaet  rencontn"  l'un  d<'s  rayons, 

— -^  =  lani;w. 


IO<S        AI.BEIIT   lUBAlCOin.    —  THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES   COURBES. 

l)"où  l'on  déduit  que  rinlersccliou  dos  plans  tangents  aux  surfaces 
(ii«s  cordes  et  des  ravons  est  perpendiculaire  au  rayon. 

IJO.  Les  asymptotes  de  la  conique  sont  parallèles  aux  noi-ntale 
principales  des  surfaces  focales  enveloppes  des  polaires.  —  Si  i"on 
voulait  étudier  plus  complètement  cette  théorie  des  caustiques,  il  con- 
viendrait de  former  Téquation  des  surfaces  lieux  des  polaires  des  en- 
veloppes de  sphères  parallèles.  Nous  signalerons  seulement  les  deuN 
faits  suivants  : 

Les  normales  aux  surfaces  focales  des  polaires  d'une  enveloppe  con- 
servent la  même  direction  si  Ton  considère  toutes  les  enveloppes  de 
sphères  parallèles;  elles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  la  conique 
lieu  des  fovers  des  cordes  de  contact. 

\)\  .  Les  propriétés  des  faisceaux  parallèles  aux  normales  de  (()) 
cl  des  faisceaux  issus  des  points  de  (O)  sont  coi-rélatii-es.  —  Si  Ton 
jelle  un  regard  d'ensemble  sur  les  diverses  propriétés  que  nous  avons 
rencontrées,  on  reconnaîtra  qu'il  s'établit  une  correspondance  bien 
nette  entre  les  faisceaux  de  droites  (\)  parallèles  aux  normales  de  la 
sinface  de  référence  et  ceux  formés  par  des  rayons  (R)  issus  des  dilTé- 
i-ents  points  de  cetle  même  surface. 

Si  (\)  a  ses  images  principales  conjuguées,  R  est  le  faisceau  des 
normales  d'une  surface,  et  inversement.  Dans  le  premier  cas,  l'intégrale 
est  indépendante  de  la  forme  de  (O);  dans  le  second,  elle  ne  dépend 
que  de  son  image  sphériqne. 

(hiant  aux  théorèmes  sur  les  segments  focaux  des  faisceaux  (N  ),  ils 
se  transforment  en  des  relations  qui  lient  les  segments  focaux  de  deux 
faisceaux  symétriques  par  rapport  aux  plans  tangents  de  (O). 

(A  siu\re. 
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Lois  (les  chocs   moléculaires  ; 
Par  m.  CELLERIER. 


S  1. 


Valeurs  théoriques  du  nombre  des  chocs  et  des  changements 
de  force  vive  de  translation. 


Propositioî<  préliminaire  de   Géométrie. 


Étant  donné  un  élément  co  de  la  surface  d'un  premier  corps  /;*,  on 
déplace  par  simple  translation  un  second  corps  m'  de  façon  (ju'il  reste 
constamment  tanp^ent  au  premier  à  Fintérieur  de  w;  on  demande  le 
lieu  décrit  par  le  centre  de  gravité  G'  de  »«';  ce  lieu  0  est  évidemment 
une  petite  surface.  Nous  supposons  m  et  m'  convexes,  n'ayant  à  leur 
surface  ni  angle  ni  arête  vive. 

Soit  O  (fig-  i)  un  point  du  contour  de  w,  et  prenons  pour  plan  de  la 

Fig.  I. 
I  NI" 


ligure  le  plan  langent  en  O,  /)i'  étant  supposé  aussi  langent  en  ce  poinl. 
Pour  simplifier,  nous  considérerons  ce  plan  comme  horizonlal,  m  étant 

Joiira.  de  Afath.  (4'  série),  tome  VU.  —  Fasc.  Il,  1891.  13 
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iiu-dossous,  m'  au-dossus.  Traçons  dans  ce  plan  les  axes  OX,  OY  sui- 
vant les  lignes  de  courbure  de  m,  R  clanl  son  rayon  de  courbure  suivant 
OX  et  S  suivant  OY.  Soient  aussi  OX',  OY'  les  directions  principales 
de  la  surface  de  m';  OX'  peut  toujours  être  supposé  dirigé  comme  dans 
la  ligure,  à  l'intérieur  de  l'angle  XOY,  faisant  avec  OX  l'angle  aigu  l; 
R'  sera  le  rayon  de  courbure  de  m'  suivant  OX',  et  S'  le  rayon  sui- 
vanl  OY'. 

Supposons  aussi  décrites  deux  surfaces  spliériques  C,  C'  de  i-ayon  i 
tangentes  en  O  au  plan  de  la  figure,  C  au-dessous,  C  au-dessus. 

Nous  dirons  qu'un  point  N  de  C  est  le  correspondant  d'un  point  M 
de  la  surface  de  m,  si  en  ces  points  les  normales  intérieures  aux  deux 
surfaces  sont  parallèles  et  de  même  sens.  Si  INl  parcourt  un  petit  arc  OA 
sur  la  première  ligne  de  courbure,  les  normales  sont  dans  un  même 
plan,  en  négligeant  les  infiniment  j)elits  du  second  ordre;  celles  des 
[)oinlsN  correspondants  seront  donc  dans  un  même  plan,  et  le  point  N 
décrira  un  petit  arc  de  grand  cercle  «,  tandis  qu'on  aura  (3A  =^  Ra, 
R  étant  le  rayon  de  l'arc  OA.  Si  INl  parcourt  OB  sur  la  seconde  ligne 
de  courbure,  N  parcourra  de  même  un  petit  arc  de  grand  cercle  h  per- 
[)endiculaire  au  premier,  et  l'on  aura  OB  =  Se. 

Si  M  est  un  point  quelconque  très  près  de  O  et  MA,  MB  les  lignes 
de  courbure  qui  y  passent,  elles  formeront,  avec  celles  qui  passent  en 


(J,  un  petit  rectangle  (JAMB  (  fig.  2),  et  les  corrcs|)ondants  des  points 
de  son  contour  formcronl  sur  C  un  petit  n^clangle  ;  t<nis  deux  se  projet- 
leront  sensiblement  en  vraie  grandeiu'  sur  le  plan  de  la  première  figure, 
de  sorte  que  si  M,,  \,  sont  les  projections  de  M,  N,  et  que  les  coor- 
données de  N|,  pour  les  axes  OX,  OY,  soient  a,  />,  celles  de  M,  se- 
loril  B(7,  S/;  et,  ])our  li-s  axes  OX',  OY',  deviendiotif 

./.•  =  Ra  cosi  -h  SA  sin  I,  }'  =  —  i{asiu  I  -l-  SAcosl. 

De  même,  loul  jioiiit  M'de  la  sur  l'are  dr  m'  aur'a  pour  corr<^spondant 
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sur  C  le  point  N'  où  les  nornialfs  aux  deux  surfaces  sont  parallèles  cl 
lie  même  sens,  el  si  M',,  N',  sont  leurs  projeclions  sur  le  plan  de  la 
figure,  et  a',//  les  coordonnées  de  ÎN",  par  rapport  à  OX',  OY',  celles 
de  M\  seront  x'  =  R'a',  y'  =  S' 6'. 

lùitin  nous  dirons  que  M'jest  le  correspondant  de  M  si  les  normales 
aux  deux  surfaces  en  ces  points  sont  parallèles  et  de  sens  contraire; 
alors  il  en  sera  de  même  pour  les  normales  à  C,  C  en  N,  N';  leur  plan 
contiendra  la  verticale  du  point  O,  et  ce  point  sera  le  milieu  de  la 
droite  X,  X",.  Ainsi  a',  h'  seront  en  signe  contraire  les  coordonnées  de 
X,  pour  les  mêmes  axes,  lescjuelles  se  déduisent  des  valeurs  ci-dessus 
de  X,  y  en  y  remplaçant  II  et  S  par  i  ;  les  coordonnées  W a' ,  S' 0' 
de  M'i  deviendront  ainsi 

X  =  -!-  li'(  «  cosi  -f-  b  sin  1),  i'  =  —  S'(—  a  sini  -l-  h  cosl  ). 

Dans  tout  ce  cjui  précède,  cr,  b  peuvent  évidenunenl  être  positifs  ou 
négatifs;  nous  avons  considéré  les  rayons  R,  S,  R',  S'  comme  positifs 
et  intérieurs,  les  corps  étant  convexes;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  les 
formules  resteraient  exactes  s'il  s'en  trouvait  d'extérieurs,  en  les 
prenant  négatifs.  Il  faudrait  toutefois  que  le  contact  fût  possible,  mais 
les  conditions  nécessaires  pour  cela  sont  inutiles  à  examiner. 

Revenons  maintenant  à  notre  recherche  principale  et  supposons  que 
le  corps  /n'  se  déplaçant  par  translation  devienne  tangent  à  m  en  un 
point  M  de  l'élément  eu  autre  cjue  O.  Les  normales  aux  deux  surfaces 
en  ce  point  devant  être  sur  le  prolongement  l'une  de  l'autre,  et  celle 
de  m'  n'ayant  pas  changé  de  direction,  c'est  le  point  M'  correspondant 
de  M,  qui  est  venu  se  placer  sur  ce  dernier.  La  distance  de  M  ou  M'  au 
plan  de  la  figure  étant  infiniment  petite  du  second  ordre,  la  droite  MM' 
est  horizontale;  toutes  les  droites  joignant  Tancienne  et  la  nouvelle 
position  d'un  même  point  du  corps  ni'  sont  égales  et  parallèles  à  M'M; 
il  en  est  de  même  pour  son  centre  Cî';  tontes  étant  horizontales 
quel  que  soit  M,  le  lieu  cherché  o  est  une  aire  hoi-izonlaJc  ou  paral- 
lèle au  plan  de  l'élément  w. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  sa  hauteur  qui  est  celle  de  (î';  mais,  pour 
trouver  sa  forme  et  ses  dimensions,  il  revient  au  même  de  chercher  le 
lieu  des  positions  successives  d'un  autre  point  quelconipic  de  /?/',  pour 
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lequel  nous  prendrons  O',  celui  qui  d'abord  était  en  contact  avec  O. 
Soit  M"  sa  nouvelle  position,  qui  se  confond  avec  sa  projection  M",  ; 
OM'Î  est  égaie  et  parallèle  à  M',  M,  et  de  même  sens  :  ainsi,  par  rapport 
à  OX',  OY',  les  coordonnées  x'\  y"  de  M",  seront  x  —  .x-',  y  —y'  ou, 
d'après  les  formules  précédentes, 

x"=      (R  +  R')«cosI  +  (^S  +11'  )AsinI, 
y  =  — (R  +  S')(7sinl  4-  (S  -h  S  )/^cosI. 

Ainsi  0  est  le  lieu  occupé  par  les  points  Mj  quand  on  prend  tour  à 
tour  pour  M,  tous  les  points  de  Félément  co.  Or,  si  l'on  fait  décrire 
à  M,  tour  à  tour  deux  droites  parallèles  ayant  pour  équations 

y  ^  nx  -t-/J,         y  =  nx  -h  q, 

il  résulte  des  valeurs  de  x,  y  que  r/,  b  varieront  à  la  fois  en  étant  liés 
par  des  équations  de  la  forme 

h  z=  II' a -\- p' ,  h  ^  Il  a -^  q  , 

où  n'  est  le  même,  et  il  en  résultera  entre  x"  et  y'"  des  équations  de 
forme  analogue 

_)•'■  =^  II" x"  -i-  />",  y  =  n" x" -I-  q" , 

de  sorte  que  M,  décrira  aussi  deux  droites  parallèles. 

Prenons  maintenant  pour  w  le  rectangle  déjà  considéré,  construit 
sur  OA  —  Ra,  0B  =  S6,  placés  sur  OX,  OY;  soit  A'  la  position 
de  M'i  quand  M  est  en  A,  et  B'  cette  position  quand  M  est  en  B. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  ^I,  parcourant  le  contour  du  rec- 
tangle, M'I  parcourra  celui  du  paralh'logranune  construit  sur  OA', 
.OB';  celui-ci  est  donc  Taire  S.  Soient,  par  rapport  à  OX'  et  OY',  X 
et  Y  les  coordonnées  de  A',  et  X',  Y'  celles  de  B'  ;  les  coordonnées  de  A 
par  rapport  à  OX',  OY'  se  déduisent  de  x,y  en  y  faisant  />  =  o;  X,  Y 
se  déduiront  de  même  de  .r",  j",  et.  en  posant  x=  o,  celles-ci  devien- 
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tli'oiil  l(,'s  valeurs  de  X',  \',  d'où 


X  =  (Hh-  R')acosI, 

Y  =  — (R+  S')asinl, 

X'=(S-hR')h>^\n], 

Y'=      (S  +  S')/>cosl. 

L'aiiT  du  parallélograuiuic  est  au  sii;iic  près  S  ^  X\'  —  YX',  el 
relie  du  rectangle  O)  est  RS«//,  d'où  résulle 

\   w  ~  RS' 

K  =  (l\-hR')(S-h  S')cos-l  -+-  (Kh-S')(S  +  l{')sin-l. 

où  les  rayons  de  courbure  el,  par  suite,  K  sont  supposes  positifs. 
En  même  temps  les  points  de  la  sphère  C  correspondant  à  tous  les 

points  de  co  forment  un  rectangle  w"  dont  l'aire  est  évidemment  n^- 
lùi  outre,  les  rapports-  et  —  conservent  leurs  valeurs  77^,  ttt;»  (luellc 

que  soit  la  forme  de  l'élément  w,  puisqu'on  peut  toujours  le  décom- 
poser en  rectangles  tels  que  le  précédent. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  parmi  les  lettres  employées  dans 
ce  numéro,  il  n'y  a  à  conserver,  avec  leur  acception,  que  0,  R,  S, 
R',  S',  I  et  K  donnés  par  l'équation  (1)  i  il  ne  sera  plus  question  des 
aves  OX,  ...,  ni  des  coordonnées  qui  s'y  rapportent,  ni  des  points 
M,,  ...  de  la  figure;  quant  à  I,  il  est  indiflcrent  qu'il  soit  aigu  ou 
obtus;  c'est  l'angle ^de  deux  lignes  de  courbure  auxquelles  correspon- 
dent les  rayons  R  et  R'  dans  les  deux  solides,  les  autres  étant  S,  S'. 


Effe 
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Le  choc  a  lieu  entre  deux  corps  parfaitement  élastiques  dont  les 
masses  m,  m'  serviront  aussi  à  les  désigner,  et  qui  bientôt  i-eprésenrc- 
ront  des  molécules  de  forme  quelconque.  Pour  le  premier,  G  sera  le 
centre  de  gravité;  GX,  G  Y,  GZ,  les  axes  principaux  qui  s'y  croisent  et 
partagent  le  mouvement  du  corps;  A,  R,  C,  les  moments  d'inertie 
principaux;/?,  g,  r  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  suivant 
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CCS  axes;  r  la  vitesse  de  Iranslation,  ou  celle  de  G.  Les  axes  G'X', 
(i'Y',  G'Z'  cl  les  lettres  G',  A',  B',  C  ,  />',  q  ,  r\  c'  auront  la  même 
sif>nificalion  pour  le  corps  «/.  Le  choc,  comme  dans  le  cas  de  deux 
solides,  est  supposé  trop  court  pour  que,  pendant  sa  durée,  il  y  ail  un 
déplacement  a))précial)le  des  deux  corps. 

iN'ous  lii^urerons  le  plan  tangent  commun  comme  horizontal,  (  )  étant 
le  point  de  c(jntact  entre  le  corps  m  au-dessous,  et  m'  au-dessus  ;  le 
sens  de  rotation  de  droite  à  gauche  sera  considéré  comme  direct.  Li- 
corps  ui  tourne  autour  de  G  comnîe  si  ce  point  était  fixe,  et  les  équa- 
tions du  mouvement  de  l'otalion  sont 

M.  étant,  par  rajjport  à  GX,  le  moment  de  la  force,  qui  se  réduit  à  la 
i)ression  o  des  deux  corps,  constamment  verticale.  En  intégrant  pour 
la  durée  du  choc,  désignant  par  p,  l'accroissement  fini  de  p  pendant 

le  choc,  et  remarquant  tpie  /  (C  —  ]à)qj-cJt  est  négligeable,  on  ain-a 
A/j,  =  u.',         p^  =  ^î         où         \'-  ^  j  \>-'ll- 

JMi  posant  /  odt  =  /,  ij.'  est,  par  lapport  à  GX,  le  niomenl  de  lini- 

pulsion  verticale  /,  considérée  comme  une  force.  Laxe  du  moment 
principal  est  GL,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  G  et  la  force.  En 
prenant  le  plan  tangent  pour  celui  de  la  figure,  l'horizontale  GL  s'y  pro- 

Fig.  s. 


jet  le  en  (  j,  L|  (  Jig.  3),  perpendiculaire  à  0(j,  ;  son  sens  dans  la  figure  est 
tel  que  la  force  i  agissant  de  haut  en  bas  tend  à  faire  tourner  ni  dans  le 
sens  direct  autcmr  de  GL;  en  désignant  OG,  par  h  et  les  angles  de  GL 
avec  les  axes  par  a,  p,  y,  le  moment  principal  sera  ///,  et,  par  rapport  à 
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(  i\.  le  iu()iiu"iil  sera  a  ^^  ///  cosa,  de  sorlo  f|HL'  le  clioc  aii^iiicnlc  ji  de 

i/i  co^x     ,         ,        /7/COS3    (7/c()s-'  ,  .  .     1  . 

— r — ;  (l(>  mémo  — ïT'^'  — r —  ^*"       '^  accroissements  de  y  cl  /■. 

En  désignant  par  X',  j',  ;  les  coordonM(''<'s  du  point  G,  et  par  \,  ^  ,  Z 
les  cosinus  de  la  normale  intérieure  en  ce  ])oint,  direclion  de  la  force  /. 
son  moment  par  rapport  à  («X,  déjà  exprime''  par  ih  cosa,  le  sera  aussi 
par  v/jI  —  zY  i,  cl,  la  même  similitude  avant  lieu  pour  les  antres  axes, 
il  en   i-(''sulle 

[   /t  cosa  =  J'Z  —  r  \  , 

(■2)  •        //cos|3  =  rX-.rZ, 

'   // cosy  =  J^Y  —  yX. 

,                    .                      1        ,        /       /                   1          »         //('cosot'    ili' cosW 
Les  accroissemenls  de  p  ,   q  ,  r   seront  de  même ^, — ,  — ^7 — 1 

■ — pT--'  y-  1  ^'1  Y  *^"lfi'^  1*"^  angles  que  forment  G'X',  G'\',  (îZ  avec 
G'L'  homologue  de  (iL,  perpendiculaire  au  plan  vertical  mené  pai- 
OG';  en  remarcpiant  que  Timpulsion  agit  sur  m'  de  bas  en  haut,  (r'L' 
a  le  sens  indiijui''  dans  la   liguri"  par  sa  projection  G'^  L',  ;  Ji'  d(''signe 

og;  . 

Voici  une  conséquence  essentielle  de  la  disposition  de  la  ligur<'  : 
Soient  u,  u'  les  projections  de  v,  c'  sur  la  verticale,  entendant  par  là, 
comme  dans  ce  qui  suit,  la  verticale  montante,  et,  en  oulie, 

j)  cosa  -f-  y  cos^  -t-  /•  cosy  =  L, 

o'cosa'4-  y'cosS'-l-  /•'cosy'=  L', 
(3)  ' 

,,_,/_/=  V. 

Gherchons,  avant  le  choc,  la  vitesse  verticale  des  points  de  contacl 
<|ne  nous  nommerons  O  pour  le  corps  m  et  O'  pour  //>'.  Pour  cela 
déconqjosons  la  vitesse  angulaire  suivant  GL,  la  verticale  de  G.  et  un 
troisième  axe  mené  par  _G  et  se  projetant  sur  OG,  ;  en  vertu  de  la  ro- 
tation autour  des  deuxderniersaxes,  la  vitesse  de  O  serait  horizontale: 
sa  vitesse  verticale,  duc  à  la  rotation,  provient  unicjuemeut  de  la  vitesse 
angulaire  autour  de  GL,  laquelle  a  la  valeur  précédente  et  jjrodnit. 
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pour  O,  la  vitesse  L  x  OG;  celle-ci,  si  L  est  positive,  fait,  avec  la  ver- 
licale  descendante,  un  angle  aigu  dont  le  cosinus  est  j^;  la  vitesse  an- 
gulaire de  O,  due  à  la  seule  rotation,  est  donc  —  AL;  celle  de  O'  est  de 
niênie  -i-  A'L';  elles  doivent  être  composées  avec  les  vitesses  de  trans- 
lation verticales  //,  u'  des  centres  et  deviennent  u  —  hh  pour  O,  et 
//+  //'L'  pour  O';  leur  dilTérence  a  —  AL  —  u'  —  A'L'  ou  V  est  donc, 
avant  le  choc,  la  vitesse  verticale  relative  des  points  qui  vont  être  au 
conlacl,  tendant  à  les  rapprocher  si  elle  est  positive,  et,  par  suite,  il 
u'v  a  de  choc  qu'en  supposant  V  positive. 

D'après  la  direction  de  Fimpulsion  i,  il  est  clair  que  le  choc  change 

,  /         ,  i 

l/.   U   en  II î   «  H ;• 

//(  m 

Soient  maintenant,  pour  les  deux  corps  réunis,  Alaccroissemenl  de 

la  force  vive  de  translation.  A" le  même  pour  le  seul  corps  m,  et  A'  celui 

de  la  force  vive  de  rotation  A.p-  -f-  . . .  pour  les  deux  corps,  tous  trois 

étant  dus  au  choc.  En  posant 

M  = 


cos- 

^ 

-f- 

cos= 

1 

+ 

cos- 

2 

A 

~c" 

cos- 

i' 

1 

cos- 

l 

_L_ 

cos- 

î 

A' 

^^ 

~^' 

^^ 

~~v: 

(4)  '     M': 

f     /•=-  +  ^  +  //^M  +  A'^-M', 

/Il         m 
on  aura 

A  =  m  lu ]  -h  m'  iu'-\ ,\   —  mv?  —  m' u'- 

=  (-  +  -^  )  i""—  ii(u  —  u'), 
\ni         m  J  -" 

A/         *    /  ihcosaY-         4     „         A»/    ,        t'A'cosa'X-        ,,    ,., 

^=^{p  +  --^  j  -  Ap-  -+-  A'  [p'  -+-  -JJ-)  -A'p  -  +. . . 
=  2//+r/t2M-i-rA'»M'. 

l'ar  suite  de  la  parfaite  élasticité,  le  travail  total  de  la  force  cp  pen- 
dant le  choc  est  nul,  et  la  valeur  de  i  est  telle  que  l'on  ait 

A  -h  A'  =  o, 


il  en   résulte 
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2Yi-h/i-  =  o,         1=  y'> 


y-    \,}i         ,n'J  J    ^  ^' 


et,  en  subslitiiaiit  a  —  u'  z=\  -^  /, 
(5) 


J'   \m         m'       J }  y      ' 


111.  —  Exposé   ge:néral  de  la  question.   Nombre  des  chocs 
dans   un  premier  cas  simple. 

Conventions  générales.  —  Les  chocs  que  nous  consitlérons  sont 
ceux  des  molécules  d'un  gaz,  en  admettant  qu'elles  n'exercent  aucune 
action  mutuelle  sauf  dans  le  cas  du  choc;  la  niasse  gazeuse  est  sup- 
posée contenue  dans  une  vaste  enceinte  et  rester  à  l'état  permanent, 
de  sorte  tjue  la  force  vive  totale  reste  invariable;  par  suite,  à  chaque 
choc,  la  force  vive  des  deux  molécules  réunies,  ne  pouvant  augmenter, 
ne  doit  pas  non  plus  diminuer. 

Dans  ce  numéro  et  les  suivants  les  molécules  seront  de  deux  espèces 
(jue  nous  désignerons  par  (1)  et  (H);  leur  nombre  total  sera  n  pour  la 
première  et  //  pour  la  seconde.  Pour  celles  d'une  même  espèce,  la 
forme,  la  masse  sont  identiques,  du  reste  quelconques.  Leur  surface 
est  partagée  d'une  manière  identicjue  en  éléments,  désignés  par  w  pour 
l'espèce  (I),  to'  pour  l'autre. 

Les  lettres  m.  G,  A,  B,  C,  jy,  q,  r,  v  et  les  axes  GX,  GY,  GZ  du 
numéro  précédent  concernent  l'espèce  (I),  et  les  lettres  accentuées 
l'espèce  (II),  et  de  même,  dans  le  cas  d'un  choc  entre  espèces  diffé- 
rentes, les  formules  des  numéros  précédents  sont  applicables,  les  corps 
ni  et  ni'  représentant  les  deux  espèces.  L'accroissement  A  -i-  A'  =  o, 
comme  on  l'a  supposé. 

Le  nombre  de  centres  d'une  molécule  (I)  existant  en  moyenne  dans 

Journ.  de  Matli.  i  \'  série),  tome  VU.  —  Fasc.  II,  iSni.  ''^ 
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un  espace  c  esl  proportionnel  à  n  et  à  e,  et  pourra  être  représenté 
par  lie,  ce  qui  revient  à  prendre  l'enceinte  pour  unité  de  volume;  ce 
nombre  sera  de  même  n'e  pour  l'espèce  (II). 

Noire  but  est  de  trouver  le  nombre  \j,  des  chocs  entre  espèces  diffé- 
rentes qui  surviennent  pendant  un  temps  l.  Ce  temps  sera  suppose 
assez  petit  pour  que  le  maximum  £  des  angles  décrits  pendant  sa  durée 
par  tout  point  d'une  molécule  autour  de  son  centre  de  gravité  soit  très 
petit;  en  outre,  il  faut  pouvoir  négliger  les  cas  où,  à  la  fois,  deux  molé- 
cules (II)  seraient  placées  de  façon  à  produire  un  choc  sur  une  même 
molécule  (I)  pendant  le  temps  t,  l'un  empêchant  l'autre;  il  faudra 
donc  supposer  /  tel  que  le  nombre  des  molécules  (I)  recevant  un  choc 
soit  très  petit  par  rapport  au  nombre  total  «,  parce  qu'alors  le  nombre 
de  celles  qui  pourraient  en  recevoir  deux  sera  très  petit  du  second 
ordre. 

Cas  particulier.  —  Nous  admettrons  qu'au  commencement  du 
temps  t  les  vitesses  de  translation  de  toutes  les  niolécules  de  même 
espèce  soient  égales  et  parallèles,  et  les  mouvements  de  rotation  iden- 
tiques, de  sorte  qu'à  un  même  instant,  pour  chaque  molécule  (I),  les 
axes  GX,  GY,  GZ  soient  parallèles  de  même  sens,  et  que  p,  q,  r  soient 
égales.  La  supposition  sera  la  même  pour  la  seconde  espèce  ou  pour/)', 

q',  /•',  G  X',  Cela   posé,  on   demande   le   nombre  [x   des    chocs 

pour  lesquels  le  point  de  contact  sera  intérieur  à  un  élément  déterminé 
co  des  molécules  (I),  homologue  pour  toutes. 

Le  nombre  u.  restera  le  même  si,  sans  changer  les  mouvements  rela- 
tifs intérieurs  à  l'enceinte,  nous  attribuons  à  celle-ci  une  vitesse  de 
translation  égale  et  opposée  à  celle  des  molécules  (II),  dont  les  centres 
deviendront  ainsi  tous  immobiles  dans  l'espace,  l'influence  des  chocs 
contre  les  parois  étant  négligeable  dans  ce  qui  suit,  pour  une  enceinte 
de  grandes  dimensions. 

Pour  qu'une  molécule  (I)  reçoive  un  choc  à  l'intérieur  de  oj  au  bout 
d'un  temps  l',  il  faut  et  il  suffit  qu'il  se  trouve  un  centre  G'  sur  une 
très  petite  aire  o  déterminée  au  n"  1  ;  nous  avions  supposé,  pour  cela,  le 
corps  choquant  déplacé  pai*  simple  translation  de  façon  à  toucher  tour 
à  tour  tous  les  points  w,  et,  en  effet,  les  diverses  positions  de  G'  produi- 
sant le  choc,  correspondant  à  un  même  instant,  les  axes  de  la  molé- 
cule (  II)  sonl  parallèles.  Quant  à  la  dislance  de  o  au  plan  de  w,  à  sa  po- 
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silidii  exack',  aux  valeurs  de  11',  S  ,  l  dans  réqualiou  (i),  ce  sonl  des 
i'onclions  connues  du  temps  /',  comme  la  position  du  centre  (r  etladi- 
reelion  des  axes  des  deux  corps  à  loutinstant.  La  grandeur  el  lai)Osition 
de  0  jK)ur  le  temps  /'  étant  ainsi  détomiinces,  il  en  sera  de  même  du 
volume  E  que  décrit  celle  aire  quand  /'  varie  de  zéro  à  t,  et,  eonuiic 
les  points  G'  ne  bougent  pas,  la  condition  pour  cju'une  molécule  don- 
née (I)  reçoive  un  choc  sur  co  est  qu'au  commencement  du  temps  /  il 
se  trouve  un  point  G'  à  l'intérieur  de  E. 

Nous  négligerons,  dans  le  calcul  de  E,  les  termes  qui  par  rapport  à  E 
seraient  de  Tordre  du  petit  angle  t  mentionné  ci-dessus,  ou  les  erreurs 
relatives  de  cet  ordre.  Quoique  cela  revienne  à  peu  près  à  Irailcr  / 
comme  une  difTérentielle,  nous  devons  regarder  les  dimensions  de  co, 
qui  est  un  élément  d'intégrale,  et,  par  suite,  celle  de  o,  comme  infiniment 
petites  en  comparaison  des  espaces  décrits  par  les  points  des  molé- 
cules pendant  ce  temps;  de  la  sorte,  E  a  la  forme  d'un  fil  courbe  très 
fin,  de  section  variable;  pour  le  mesurer,  considérons  comme  horizon- 
tal et  représentons  par  PQ,  dans  la  fig  4,  le  plan  de  eu  au  bout  du 


Fis.  ',. 


lenq)s /,  sa  normale  extérieure  OZ  étant  la  verticale  montante;  puis 
]jartageons  le  volume  E  en  tranches  horizontales  de  hauteur  variable  Z 
au-dessus  d'un  plan  horizontal  fixe  placé  plus  bas,  de  façon  à  n'avoir 
([ue  des  hauteurs  positives.  La  section  horizontale  étant  t.  on  aura 


E=  r''7f/Z  =  7'(Z,-Z.,). 
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g'  étaiil  une  valeur  moyenne  de  cr  et  Z^,  Z,  les  hauteurs  des  positions 
extrêmes  de  d  ou  de  c. 

Le  plan  de  Taire  o,  parallèle  à  celui  de  w,  qui  à  la  fin  est  horizontal, 
fait  partout  avec  Thorizontale  un  angle  de  Tordre  de  £  ;  ainsi,  en  rempla- 
çant les  sections  horizontales  par  d'autres  o  qui  le  sont  à  peu  près, 
Terreur  relative  est  de  Tordre  t  ou  négligeable  ;  le  déplacement  du  point 
de  contact  sur  la  molécule  (II)  est  très  petit  relativement  à  ses  dimen- 
sions, et  le  changement  relatif  de  R',  S'  est  par  suite  de  Tordre  de  t; 
il  en  est  de  même  du  changement  de  I,  par  suite  aussi  du  changement 
relatif  de  K  dans  l'expression  (i),  tous  ses  termes  étant  positifs.  Il  est 
donc  indifl'érent  de  remplacer  a'  par  une  des  valeurs  de  S,  toutes  étant 
égales. 

Soient  maintenant 

l'O'  le  plan  déco  au  commencement  du  temps  /; 

O  et  O'  les  positions  de  w  qu'on  peut  maintenant  réduire  à  des  points; 

m  la  molécule  (I); 

m',  m",  des  molécules  (II)  tangentes  à  la  fin  et  au  commencement 

en  O,  O'  et  ayant  G',  G"  pour  centre; 
H  le  point  matériel  de  ni'  au  contact  en  O  ; 
H'  la  position  où  il  était  au  commencement  du  temps  /,  G'  n'ayant  pas 

bougé,  de  sorte  que  H'  n'est  plus  sur  la  surface; 
G"H"  égale  et  parallèle  à  G' H'. 

Les  hauteurs  Z^,  Z,  sont  celles  de  S  aux  deux  époques,  ou  celles  de 
G',  G";  mais  la  difl'érence  Z,  --  Z^  restera  la  même  en  prenant  pour 
ces  hauteurs  celles  de  H',  H";  Z,  correspond  à  H',  car  nous  verrons 
qu'alors  Z,>Z|,.  Comme,  au  commencement  du  temps/,  les  axes  de  m 
et  m"  étaient  parallèles,  et  que  H'  était  à  la  surface  de  m',  H"  est  sur 
celle  de  m"  dont  la  position  correspond  à  cette  époque.  La  distance 
O'H"  de  deux  points  de  contact  est  de  Tordre  des  déplacements  des 
points  des  molécules  pendant  le  temps  i,  ou  du  même  ordre  que 
Z,  —  Z„  ;  mais,  en  outre,  le  plan  P'Q'  étant  tangent  en  O'  à  une  surface 
sur  laquelle  est  H",  O'H"  fait  un  petit  angle  de  Tordre  de  t  avec  le 
plan  P'Q',  cl  par  suite  avec  le  plan  horizontal.  Il  en  résulte  que  sa  pro- 
jection sur  la  verticale  est  de  Tordre  de  O'H'x  t  ou  négUgeable  par 
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ni|)|)orl  à  Z,  —  Z„  ;  il  osl  donc  iiulilTorcnt  de  piviidrc  pour  Z„  la  liaii- 
It'iir  do  O'  au  lieu  de  H". 

De  la  sorte,  Z,  —  Z„  est  à  la  première  époque  la  dilféreiici'  d<'  liauleur 
duii  |K)int  (V  de  m  et  d'un  point  H'  de  /»',  qui  tous  deux,  à  la  lia  du 

2   Z 

temps  /,  viennent  au  contact  en  O.  Ainsi  — "  est  une  valeur  moyenne 

de  la  vitesse  verticale  relative  de  ces  deux  points.  Cette  vitesse,  à  l'in- 
stant du  contact,  est  celle  qui,  au  numéro  précédent,  a  été  désignée 
par  V.  11  est  vrai  que  dans  la  valeur  (3),  où  entre  u  —  «',  on  suppose 
actuellement  u'  annulée;  mais,  en  même  temps,  u  est  remplacé  par 
une  vhesse  relative  qui  est  précisément  u  —  u'  \  la  valeur  de  V  est  donc 
la  même  et,  le  petit  changement  de  vitesse  pendant  le  temps  /  étant 
relativement  négligeable,  on  aura 

Z,-Z„=\/: 

il  est  d'ailleurs  évident  que,  m'  étant  au-dessus  du  plan  horizontal  PQ, 
le  plus  élevé  des  deux  points  est  H'.  Il  est  préférable  dans  l'expression 
E  =  o(Z,  —  Z,,")  de  prendre  pour  V  comme  pour  c  leurs  valeurs  cor- 
respondant au  commencement  du  temps  /,  à  l'instant  où  les  mouve- 
ments ne  sont  pas  encore  modifiés  par  les  chocs  :  en  remplaçant  0  par 
sa  valeur  (i),  on  aura 

A  chacune  des  molécules  (I)  correspond  un  volume  pareil.  Le 
nombre  a  des  chocs  sera  donc  celui  des  points  G'  se  trouvant,  au  com- 
mencement du  temps  /,  dans  un  de  ces  volumes  ou  dans  l'espace  total 
c  =  nE;  nous  avons  vu  d'ailleurs,  au  commencement  de  ce  numéro, 
(jue  ce  nombre  est  n'e,  d'où  résulte 

(G)  [J.  =  ^^  w\  n/i't. 

En  désignant  par  [u  l'accroissement  de  la  force  vive  de  translation 
pendant  le  temps  /  pour  toute  la  masse  gazeuse,  on  auiMi 

[x'=  [J.A, 


122  CELLERIER. 

A  ayant  la  valeur  (5),  puisque  les  circonstances  du  choc  et  par  suite  S 
sont  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  (I).  De  même 

[k"  =  [jiA" 

sera  cet  accroissement  pour  la  première  espèce  seule. 

Il  va  sans  dire  que,  quand  V  est  négatif,  [jl  doit  être  regardé  comme 
nul,  tout  choc  étant  impossible  sur  l'élément  co.  Dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, nous  avons  laissé  de  côté  les  chocs  entre  molécules  de  même 
espèce;  leur  nombre  est  inutile  à  chercher  pour  ce  qui  suivra. 


IV.   —   Nombre  [j.  des  chocs   entre  espèces  différentes,  DÂ^■s   une 

SECONDE      hypothèse,      ACCROISSEMENTS    CORRESPONDANTS     |i.',    [X"     DES 
forces  VIVES  DE, TRANSLATION. 

Nous  supposons  comme  précédemment  qu'à  un  même  instant,  pour 
une  même  espèce,  les  axes  des  molécules  sont  parallèles  et  de  même 
sens,  que  p,  y,  r,  c  sont  égales  pour  toutes,  et  qu'il  en  est  de  même 
pour  p',  fj',  /•',  r';  mais  les  vitesses  t',  r'  sont  dirigées  indifl'éremment 
en  tous  sens.  Les  chocs  seront  encore  seulement  ceux:  où  le  point  de 
contact  est  intérieur  à  l'élément  co  des  molécules  (I  ). 

Pour  une  époque  donnée,  la  direction  des  axes  est  connue,  de  même 
que  p,  q,  /■,  p' ,  q\  r'  \  l'élément  w  étant  donné,  cela  détermine  le  point 
de  contact  des  molécules  (II),  par  suite  A,  //',  a,  ...  ;  les  valeurs  (^3), 
(4),  de  /,  f  sont  communes  à  tous  les  chocs,  et  celles  de  V  diffèrent 
seules.  Nous  pouvons  donc  de  nouveau  prendre  pour  plan  horizontal 
celui  des  éléments  w  à  l'époque  que  l'on  considère,  ou  au  commencement 
du  petit  temps  ^,  la  normale  extérieure  étant  la  verticale  montante. 

Chaque  espèce  pourra  être  partagée  en  groupes,  en  réunissant  dans 
le  même  les  molécules  dont  la  vitesse  est  sensiblement  parallèle,  c'esl- 
à-dire  telle  qu'un  rayon  parallèle  à  chacune  dans  une  même  sphère 
iîxe  de  rayon  i  aboutisse» à  l'intérieur  d'un  même  élément  a  ou  a'  de 
sa  surface.  Les  vitesses  étant  dirigées  indifféremment  en  tous  sens, 
le  nombre  de  molécules  d'un   groupe  est  proportionnel  à  o-,  a'  et  a 

pour  valeur  n  ^- ou  n'  -^-i  qu'on  devra  substituera  «,  «'  dans  la  va- 
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leur  ((i)  (lo  [JL.  En  outre,  V,  étant  variable,  devra  y  être  remplacée  [)ar 
VF(V),  la  fonction  F(V)  ayant  pour  valeur  i  si  V  est  positive,  et  o  si 
Y  est  négative.  La  valeur  ainsi  trouvée  pour  pi  sera  le  nombre  des  chocs 
entre  deux  groupes  d'es[)èce  dilTérente;  le  nombre  que  nous  désigne- 
rons maintenant  par  [a  est  la  somme  de  tous  ceux-là,  correspondant  à 
toutes  les  associations  de  deux,  éléments  t,  a'  de  la  surface  sphérique; 
de  même  jx',  [x"  sont  les  sommes  des  valeurs  partielles  de  [i.',  ou  txAel 
itA".  En  substituant  la  valeur  de  A  et  remarquant  que  toutes  les  lettres, 
sauf  V,  sont  indépendantes  du  groupe,  on  aura 


nn' l  Kci)  Tj 


,  ,  1    ,      /i/j7K  (u  r  H3  / 1        I       A      n..  ,"1 

(7)  ^=-R^b(.«.  +  ^-/)-7^J' 


nn't]\(ù  (  H3  Hi 


RS      \mf'-         f 
en  posant 

H.-y;2fjVF(V), 

H,  =  2;V|lv--aF(V). 

Les  sommes  doivent  s'étendre  à  tous  les  éléments  7  de  la  surface 
sphérique  fixe  et  de  plus  à  tous  ses  éléments  a-;  on  a 

V  =  M  —  m'  —  /  =  V  cos  i  —  t''  cos  i'  —  /, 

/  et  i'  étant  les  angles  de  la  direction  de  i-  ou  v'  avec  la  verticale  mon- 
tante, et  par  suite,  la  distance  angulaire  de  t,  t'  au  point  le  plus  élevé 
de  la  sphère;  en  prenant  ces  angles  pour  coordonnées  angulaires  et 
rassemblant  les  éléments  c7,  n'  où  ils  sont  les  mêmes,  on  devra  substituer 
T  =  '2-  sin  idi^  t'  =  2-  sin  i  di . 
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En  posa  ni  alors 

•    Il  ••'^0 

il  suflini  de  prendre  «  =  2,  3  ou   4»  pour  que  H  devienne  H,,  H^ 
ouHj. 

On  ti'ouvera  H'„  en  prenant  pour  variable  Y  au  lieu  de  i';  comme 

on  a 

\  =  u  —  a'  —  l  =^  (cos/  —  c'cos/'  —  /, 

^"  croîtra  de  V"  à  Y',  en  posant 

V  =  (■  cos  i  -f-  c'  —  /,  V"  =  V  cos  i  —  v'  —  /  ; 

,     .  ....       rfV 

en  substituant  sm?  di  =  -~r->  on  aura 


H;=1  r' V'-'F(V)rA' 


D'après  ce  que  représente  F(V),  il  est  clair,  soit  que  V'et  V"  soient 
toutes  deux  positives,  ou  cjue  V  seule  le  soit,  ou  que  toutes  deux  soient 
négatives,  qu'on  aura  toujours 

H;,=  ;;^[V"'F0")-V"«F(V")J. 
Posons  ensuite 

V.,  =      P  -  .' -  /, 

(8)  ;    -  ,     ' 

V,  =  -  c'  -  P  - /. 

En  suhsliluanl  dans  H  ie  premier  terme  de  H„  seul  <i  prenant  pour 
\aiiai)le  A  '  an  lieu  de  /,  on  aura 

.     ...           (I\" 
sm  idi=. ; 
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cl,  VU  rciivorsanl  les  limites,  Y'  croîtra  de  V,  àV,  ;  on  trouvera  ainsi 
lie  la  iiirnu"  manière,  pour  le  premier  terme  de  H, 

-r-V ^  I  ^T'  F( V,  )  -  V""'  F(V3)]. 

Le  second  terme  de  II  s'en  déduit  évidemment  en  remplaçant  \  , 
et  Va  par  Y.  et  Y,,. 
Il  en  résulte 

1  M'=  6^  [V:F(Y,)- Y^F(Y,)-Y^F(Y3)  +  Y:F(Y.)]. 

KU)    '  h.=  -^[v;f(y.)-y^F(Y,)-y:f(Y3)+y;f(yoj, 

1  H,=  ^  IV:F(V,:)-  Y^F(Y,)-  Y^F(Y3)+  Y:F(Y0|. 

La  valeur  de  H„  d'après  ce  que  représente  H^,,  peut  s'écrire 

H,=  r^/H;sin?rf/=  ^i-,  J"[mY"F(Y')-  «Y"»F(Y")Jsin^\^-.    ' 

D'après  les  valeurs  de  Y',  Y",  on  peut  remplacer  u  ou  r  cos/  par 
Y'-h-  /  —  e'  dans  le  premier  terme,  et  par  Y"-f-  /  -i-  v  dans  le  second, 
d'où 

H,  =      3^  f\^"  F(  Y')  -  Y'"^  F(Y")]  ûx^idi 

+  _L  ^''[Y"F(Y')- Y"'F(Y")]sin/^/^- 

_    '     r"[Y''F(Y')-- Y"'F(Y")sin«f//. 

(.^les  trois  intégrales  s'obtiendront  comme  ci-dessus,  et  les  deux  pre- 
mières seront  fHj  et  /H,,.  On  aura  donc 

,     /  •  ,     1  où 

|h,=-^[y:f(y,)-vjf(Y3)+y:f(y,)-y:f(yoi. 

Juurn.  (le  Math.  (V  scrifi),  tome  VII.—  Kasc.  II,  1891.  I  7 
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Ces  valeurs  élaiU  subsliluées  dans  les  formules  (7),  elles  ne  conlien- 
diniil  [)lus  rien  d'inconnu,  et  seront  encore  sous  forme  iinie. 


^  .  —  Recherche  de  jj.,  u.',  a"  dans  u>e  troisième  hypothèse. 

Le  mode  de  variation  de  p,  q,  r  et  Torientalion  des  axes  des  molé- 
cules dans  Tespace  sont  denx  faits  indépendants.  Si,  par  exemple,  elles 
sont  des  solides.de  révolution.  Taxe  de  figure  décrit  dans  l'espace  un 
cône  autour  d'une  droite  dont  la  direction  est  indifférente  et  le  mou- 
vement conique  de  Taxe  peut  être  à  un  instant  quelconque  de  sa  pé- 
riode. A  plus  forte  raison,  dans  le  cas  d'une  forme  générale  des  molé- 
cules, nous  devons,  pour  une  même  espèce,  regarder  comme  indiflerente 
la  direction  des  axes  pour  chacune. 

C'est  ce  que  nous  allons  maintenant  supposer  et  a  sera  le  nombre 
de  chocs  entre  espèces  difTérentes,  non  sur  un  élément  co,  mais  quel 
que  soit  le  point  de  tangence  sur  les  deux  molécules.  Toutefois,  nous 
admettrons  encore  que  r  et  e'  aient  une  seule  valeur  et  cpi'au  com- 
mencement du  temps  /,  p,  q,  r  soient  égaux  pour  l'espèce  (1),  et  p', 
q',  /■'  pour  l'espèce  (II).  Le  résultat  ne  peut  encore  se  trouver  que  par 
des  hypothèses  succcessives. 

I  °  Admettons  que  pour  les  molécules  (  I  )  seulement  les  axes  restent 
parallèles  et  qu'il  s'agisse  seulement  des  chocs  de  l'élément  co.  — 
Soient  u.,,  ii!^  le  nombre  des  chocs  et  l'accroissement  de  la  vitesse  de 
translation  pour  ce  cas,  et  [j.,,  [j.',  les  valeurs  (7).  Il  sera  préférable  de 
considérer  encore  au  commencement  du  temps  t  la  normale  exté- 
rieure aux  éléments  co  comme  la  verticale  montante.  Cela  détermine 
dans  les  formules  (7)  la  signification  de  A,  a,  [B,  [x;  quant  à  /i',  a',  [3',  p.', 
elles  se  rapportaient  à  une  molécule  (II)  produisant  un  choc  à  l'instant 
que  l'on  considère;  elles  dépendent  de  l'élément  co'  qui  vient  au  con- 
tact avec  co,  et  celui-là  était  connu  par  la  direction  de  sa  normale,  celle 
des  axes  étant  donnée.  Mai^,  dans  le  cas  actuel,  nous  devons  partager 
l'espèce  (II)  en  groupes. 

Pour  cela,  imaginons  dans  chaque  molécule  (II)  une  surface  sphé- 
riquc  de  centre  G',  de  rayon  i ,  partagée  en  éléments  a  d'une  façon  qui, 
pour  toutes,  soit  identique  par  rapport  à  leurs  axes.  Nous  grouperons 
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(rahorcl(Misriiil)lc  l<'s  inolocules  pour  losquollos  la  verlicali'  du  point  (i' 
dirigée  vers  le  bas  ahoulil  à  Fiulri'icur  du  inrmc  élément  t,  et  couiuic 
•  •lie  peut  aboutir  indinënMumcut  à  tout  poiut  de  la  surface  spboriquo, 

le  nombre  de  molécules  d'un  de  ces  groupes  provisoires  est  n'  j-^\  puis 

nous  ferons  lournei' encore  une  molécule  autour  de  cette  verticale  d'un 
angle  variable  ■j',  par  diflérences  égales  d'\^  et  nous  aurons  ainsi  achevé 
de  classer  les  directions  des  axes,  ou   les  groupes,  de  sorte  «[ue  if 

nombre  de  molécules  d'un  même  çrourje  sera  n'  -, —  ■>  et  iiuc  pout 

celles-là  tous  les  axes  sont  parallèles;  nous  pourrons  alors  employer 
pour  ce  seul  groupe  les  formules  (7),  ce  cjui  revient  à  remplacer  //' 
j)ar  la  valeur  précédente,  puis  nous  devrons  ajouler  a  et  a'  poui'  Ions 
les  groujjes,  ce  f[ui  donne 

Voici  comment  on  simplifie  ces  expressions  :  il  est  préféraijle  de 
considérer  co  comme  un  point  unique  O  où  le  plan  tangent  est  horizon- 
tal. Cela  posé,  soit  w' l'élément  de  la  surface  de  la  molécule  (II)  ou 
(le  m'  composé  de  points  correspondants  de  ceux  de  c7;  comme  ou  a 
défini  ce  mot  au  §  I,  c'est-à-dire  tels  que  les  normales  extérieures  à  /// 
et  à  la  sphère  soient  parallèles  et  de  même  sens.  Nous  avons  vu  que  le 
rapport  des  deux  aires  était  RS  pour  le  corps  m  et  par  suite  R'S'  pour 
m',  de  sorte  que  a)'=R'S'a-.  Or,  pour  chaque  groupe  ou  cluupie 
terme  des  sommes  aj,  u.',,  on  doit  évaluer  /«',  a',  fl',y'  en  plaçant  w/ 
tangent  en  O,  de  sorte  que  la  normale  intérieure  soit  verticale  mon- 
tante; d'autre  part,  pour  les  termes  de  la  somme  Z  correspondant  à  1, 
la  verticale  de  G'  aboutit  en  un  point  de  a-.  Les  positions  où  il  en  est 
ainsi  sont  donc  celles  où  le  point  de  contact  en  O  est  intérieur  à  w  : 

on  peut  donc  substituer  1  =  W^'  ''^  étendre  la  s(jmme  Z  aiiv  divers 

éléments  co',  en  faisant  correspondre  /t',  a',  ^',  y'  à  chacun  d'eux. 

Si,  ensuite,  on  fait  tourner  la  molécule  d'un  angle  '^  en  la  plaçant 
toujours  tangente,  c'est  autour  de  la  verticale  du  point  O  qu'<'lle  loui- 
nera;  les  valeurs  de/,  /,  H,,  R',  S'  restent  alors  les  mêmes,  el  la  seule 
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quantité  qui  varie  dans  les  formules  (7)  est  l'angle  I  qui  entre  dans  la 
valeur  (7)  de  K;  celui-là  peut  servir  de  mesure  à  'j^,  de  sorte  (ju'on  a 

■ji  =  I  +  const.,   (l\i  —  dl\    l'expression   /      K  ^  pourra  être  encore 

désignée  par  K  et  s'en  déduit  en  remplaçant  cos-I  et  sin-I  par  -',]  de  la 
sorte  nous  devons  maintenant  supposer 

^'"^         j      =RS-4-R'S'-+-KI^^-S)(R'H-S'). 
Après  ces  changements  on  aura 

2°  Valeurs  de  (jl,  pi.'  et  [/.".  —  Les  expressions  précédentes  ne  dé- 
pendent point  de  la  position  horizontale  attribuée  à  w,  et  si,  en  admet- 
tant toujours  que  les  axes  des  molécules  (I)  sont  parallèles,  nous  vou- 
lons étendre  les  chocs  à  tous  les  éléments  œ,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  les 
valeurs  de  [jLo,  [a'.,  qui  leur  correspondent. 

Si,  ensuite,  en  supposant  ces  axes  non  parallèles,  nous  partageons 
l'espèce  (I)  en  groupes,  le  résultat  précédent  reste  le  même  |)onr 
chacun,  ce  qui  rend  ce  classement  inutile. 

En  substituant  les  valeurs  (7)  de  p.,  [i.',,  et  remplaçant  /"  par  sa  va- 
leur dans  l'expression  ( 1 ;  — f\,  on  aura  ainsi,  ce  (jui  |)r(''cè(l(' 

étant  applicable  à  [j.", 

nn' t  v-i  v-1       K       /  H,  HA 


^      N   I      „ nn  t  ■^  ^ 

les  sommes  s'étendant  aux  éléments  oj,  co'  des  deux  espèces. 

On  peut  remarquer,  quoique  nous  n'ayons  pas  à  en  faire  l'applica- 
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lion,  qu'on  a  toujours 

2S/cooj  =  o. 

En  effet,  dans  les  formules  (2),  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  do  a>, 
et  X,  \ ,  Z  les  cosinus  de  la  normale  intérieure.  On  peut  grouper  les 
éléments  de  façon  qu'ils  aient  deux  à  deux  la  même  projection  sur  le 
plan  des  xy;  a>Z  la  représente  pour  tous  les  deux  en  signe  contraire; 
d'ailleurs,  y  étant  le  même,  il  en  résulte  I^yZoi  =  o;  le  raisonnement 
étant  tout  pareil  pour  3  Y,  :rX,  . . .,  les  équations  (2)  donnent 

So) A  cosa  =  o,  Ico/i  cos|3  =:  o,         Sco/j  cosy  ^  o, 

et  l'on  tirera  des  formules  (3) 

1//Loj  =  o,         lA'L'uj':=o,         lS/cow'=o. 


VI.  —  Recherche  de  [a,  [x'  dans  une  quatrième  hypothèse,  cas  ou 

LES    molécules    sont  DES  SOLIDES  DE    RÉVOLUTION.   FoRME  DE  LA  SOLU- 
TION LA  PLUS  GÉNÉRALE  DU  PROBLÈME   DES  CHOCS. 

i"  Recherche  de  ii.,  u.'.  —  Tant  qu'une  molécule  n'éprouve  pas  de 
choc  et  se  trouve  ainsi  soustraite  à  toute  action  extérieure,  p,  q.  r 
varient  d'une  façon  périodic[ue,  de  sorte  que,  après  la  durée  T  de  la 
période,  elles  repassent  par  les  mêmes  valeurs,  bien  que  l'axe  instan- 
tané ne  revienne  point  à  la  même  direction  dans  l'espace. 

Dans  notre  nouvelle  hypothèse,  les  molécules  de  même  espèce  auront 
bien  la  même  loi  de  rotation,  c'est-à-dire  le  mode  de  variation  de 
p,  q,  r  sera  le  même;  mais,  au  lieu  de  supposer,  comme  dans  la  troi- 
sième hypothèse,  qu'à  un  même  instant  p,  q^r  sont  les  mêmes  pour 
toutes  les  molécules,  nous  admettrons  qu'elles  peuvent  correspondre 
à  divers  instants  de  leur  période,  et  il  est  clair  que  ce  sera  à  tous 
indifféremment.  En  désignant  donc  par  %  le  temps  compté  à  partir  de 
l'instant  où  /),  par  exemple,  est  inaxima  et  faisant  croître  z  par  inter- 
valles égaux  «-/t,  il  correspondra  à  chacune  de  ces  époques  un  même 

nombre  n  t^  de  molécules  (I),  et  les  molécules  (II)  se  classeronl  de 
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même.  Les  nouvelles  valeurs  de  a,  u.'  se  dctluiidul  doue  des  l'oi'- 
mules  (il)  en  remplaçant  nri'  par 

,  cl-  d-J 
un  Yi  jT  • 

el  ajoutant  les  résultats  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  ~' .  Kn  remar- 
quant que  cette  intégration  porte  seulement  sur  p,  y,  ...,  et,  par 
suite  sur  /,  /',  \  ,  on  aura 

un'  t  •s:\-^\        K  ,    /'   (/■: 


v\ 


^coco'/    Ç[    f^H,, 


I  r  —   ,67:  ^..i-RSK'S 

[  X  [-^Z-  ^(//^M+A'=M  )J. 

u."  aurait  une  forme  analogue. 

2°  Supposons  que  les  uioléculcs  de  chaque  espèce  soient  îles 
solides  de  réi'olution.  —  En  prenant  pour  GZ,  G'Z'  les  axes  de  figure, 
on  aura  A  =  B,  A'=  B'  :  la  droite  à  laquelle  correspondent  a,  p,  y  i^'^^t 
perpendiculaire  au  plan  mené  par  G  et  la  normale  à  l'élément  w  ;  elle 
est  donc  perpendiculaire  à  GZ,  et  l'on  a 

cosy^o; 

on  pourra  alors,  en  regardant  a  comme  un  angle  polaire,  rem|)laeer 
cosjîpar  sin  a,  d'où 

L'axe  de  figure  décrit  d'un  )nouvement  uniforme  un  cùiie  autour 
d'une  droite  fixe  menée  pauG;  le  plan  de  ces  deux  droites  renferme 
l'axe  instantané,  et  son  intersection  avec  celui  des  xy  est  la  direction 
de  la  résultante  S  de  />  et  de  ^,  laquelle,  de  même  que  r,  reste  con- 
stante. 

En  désignant  par  j/  l'angle  polaire  de  cette  résultante  dans  le  plan 
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dos  ry,  on  aura 

yo  =  Scos'},  <^  =  Ssiir];,  L  =  S  cos('j/ —  a). 

L'angle  ']>  varie  proportiônnellcmcnl  au  lenips  ;  il  en  est  de  même 
de  'j/  —  a  dans  les  formules  (12),  parce  que,  dans  l'intégrale  relative 
à  T,  o)  et  a  restent  constants.  En  changeant  au  besoin  le  signe  de  ■]/  —  a, 
on  peut  supposer  cet  angle  croissant;  la  période  T  est  révolue  cpjand  'j/ 
a  augmenté  de  2-,  et  il  est  indifférent  de  prendre  <];  pour  variable  au 

lieu  de  -  en  remplaçant  7=  par  — ^;  le  résultat  ne  changera  pas  non  plus 

en  écrivant  '^  an  lieu  de  'j/  —  a.  En  faisant  les  mêmes  transformations 
pour  les  molécules  (II),  on  voit  qu'on  devra  prendre  dans  les  for- 
mules (12) 

(l3^  (  L  =  Scos'|,         L' =  S'cos']/', 

\  X    dTj„     dT        J^      J^         4^^    ' 

la  dernière  égalité  indiquant  une  simple  substitution  de  signes. 

On  peut  aussi  simplifier  la  somme  relative  à  w  en  partageant  la  sur- 
face par  ses  lignes  de  courbure,  c'est-à-dire  par  des  méridiens  succes- 
sifs faisant  avec  l'un  d'eux  les  angles  9,9+  (h,  et  par  des  parallèles 
rapprochés,  comprenant  entre  eux  un  arc  (h  de  la  courbe  méridienne  ; 
on  aura  ainsi 

co  =  p  (h  fl'^ , 

p  étant  le  rayon  du  parallèle.  Parmi  les  lettres  entrant  dans  l'expres- 
sion qui  nmlliplie  co,  d'où  '\/  a  disparu  par  l'intégration,  h,  k,  R,  S 
sont  les  seules  qui  dépendent  de  la  position  de  co,  mais  elles  ne  dépen- 
dent pas  de  9;  on  peut  donc  intégrer  par  rapport  à  9  en  rempla- 
çant f/o  par  2  7:.  En  outre,  Il  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
méridienne,  et  S  la  normale  terminée  à  l'axe  de  figure.  Eu  désignant 
par  t  leur  angle,  pour  la  normale  extérieure,  variable  de  o  à  tï,  sur 
une  même  courbe  méridienne,  on  aura 

r/c:  =  Kc/c,  c  =  Ssinî,  co  =  azRS  siuô^/î, 
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et  en  désignant  par  des  accents  les  cjuantités  analogues  pour  les  molé- 
cules (II)  on  pourra  encore,  dans  les  formules  (12),  faire  la  substitu- 
tion de  signes  indiquée  par  l'égalité 

(i4)  221  RSTvS' ""  ""  ^~V    j    Ksin£sin£'c?£f/£'. 

2"  Ouestion  générale  à  résoudre.  —  En  laissant  de  côté  le  cas  des 
solides  de  révolution,  nous  devons  supposer  l'ensemble  des  molécules 
composé  d'espèces  données  quant  à  la  forme,  quant  à  la  masse  m,  m' , 
m",  ...,  et  cjuant  à  leur  nombre,  qui  sera  n,  «',  n" ,  —  Toute  recherche 
touchant  les  effets  des  chocs,  en  la  considérant  rigoureusement,  exige 
que,  pour  chaque  espèce,  on  connaisse  la  proportion  des  molécules 
avant  les  diverses  vitesses  de  translation  et  les  divers  modes  de  rotation. 
C'est  nécessaire  même  pour  pouvoir  comparer  les  forces  vives  totales 
de  translation  et  de  rotation  dans  l'état  permanent. 

Pour  toute  molécule  (I)/?,  q,  r  varient  de  façon  cju'on  ait 

K  et  G  étant  constants  pendant  le  mouvement  et  G  étant  compris 
entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  nombres  A,  B,  C.  Le  mode  de 
rotation  est  identicjue  pour  deux  molécules  si  K  et  G  sont  les  mêmes. 
Dans  les  formules  (12),  cela  a  été  supposé  pour  toutes  les  molécules  de 
même  espèce  -^  p,  q,  r  étaient  des  fonctions  déterminées  de  K,  G  et  de 
la  variable  t,  qui  disparaissait  dans  l'intégration.  La  forme  des  molé- 
cules étant  donnée,  les  valeurs  (12)  de— V.>— ^sont  des  fonctions 

^      '  nn  t    nri  t 

connues  de  K,  G,  r  et  de  leurs  analogues  pour  la  seconde  espèce. 

Laissons  maintenant  de  côté  toutes  les  hypothèses  particulières 
faites  jusqu'ici,  et  considérons  le  cas  réel  des  mouvements  de  forme 
variable.  La  totalité  des  molécules  d'une  même  espèce  pourra  se  distri- 
buer en  groupes  en  faisant  rentrer  dans  le  même  celles  pour  lesquelles, 
au  commencement  du  tomps  /,  les  quantités  K,  G,  v  qui  caractérisent 
chaque  mouvement  sont  comprises  entre  les  limites 

(1 5  )  K  et  K  -)-  ^/K,     G  et  G  -t-  t/G,     c  et  v  -\-  ch\, 

pour  les  molécules  (I)  et  d'analogues  pour  les  autres.  Pour  les  mole- 
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nilos  (I),  \c  nnnil)rc  de  crllcs  diin  groupe  sera 

rtF(K,  (t,  i)dKd(î  di\ 

F  étant  une  fonction  inconnue;  pour  les  autres  espèces  n  devra  être 
remplacé  par  n',  n",  ...,  et  F  par  d'autres  fonctions  inconnues  F', 
F",  ....  Nous  ne  pouvons  plus  actuellement,  en  divisant  un  groupe 
composé  en  d'autres  plus  simples,  connaître  les  nombres  de  molé- 
cules qui  leur  correspondent,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment, 
])ar  une  raison  d'indifférence;  les  fonctions  F,  F',  ...  doivent  donc, 
avant  tout,  être  déterminées,  et  voici  d'après  quelles  conditions. 

Appelons  H,  pour  abréger,  un  groupe  déterminé  de  première  espèce 
auquel  correspondent  les  limites  (i5).  Dans  l'élat  permanent  de  l'en- 
semble des  molécules  la  répartition  des  vitesses  doit  rester  la  même  ; 
ainsi  le  nombre  des  molécules  du  groupe  H  doit  rester  constant.  Soit, 
pendant  la  durée  /, 

N(K,  G,  i-)dKdG(!i- 

le  nombre  de  chocs  effectués  entre  ce  groupe  et  tous  ceux  de  toutes  les 
espèces,  y  compris  la  première  :  c'est  le  nombre  des  molécules  qui 
sortiront  du  groupe,  ou  cesseront  d'en  faire  partie,  les  chocs  chan- 
geant K,  G,  p;  soit  aussi 

N'(K,  G,  v)dKdGdv, 

parmi  les  chocs  entre  tous  les  groupes  de  première  espèce  dune  pari, 
et  d'autre  pari,  tous  ceux  de  toutes  les  espèces,  le  nombre  de  ceux  pour 
lesquels  les  valeurs  de  K,  G,  v,  après  le  choc,  sont  pour  la  molécule  (I) 
comprises  entre  les  liniites(r5);  c'est  le  nombre  des  molécules  (I)  qui, 
par  l'effet  des  chocs,  entrent  dans  le  groupe  H;  il  doit  être  égal  au 
nombre  de  celles  qui  en  sortent,  d'où 

N(K,  G,  P)=N'(K,  G,  v). 

Pour  chaque  espèce,  il  existe  une  relation  semblable,  et  c'est  de  là 
qu'on  doit  déduire  les  fonctions  F,  F',  .... 

En  remplaçant  nn'  dans  la  valeur  (12)  de  [x  par 

nn'F(K,  G,  v) F' (K' ,  G' ,  v' ) dK dK' dG dG' dv di' . 

Journ-  de  Math.  (4'  série),  tome  VII.  —  Fasc.  II,   i8pi.  'o 


I^'l  CELLERIEH. 

elle  devient  le  nombre  de  chocs  entre  le  groupe  H  et  un  groupe  cpiel- 
(•ou(]ue  d'une  autre  espèce,  pour  laquelle  on  peut  toutefois  prendre  la 
première.  En  les  ajoutant  pour  tous  ces  groupes,  on  trouvera 

N(K,  G,  v)dKdC.di: 

Le  calcul  analogue  pour  N'  est  beaucoup  plus  complicjué,  et  il  est 
inutile  de  le  détailler,  car,  au  point  de  vue  général  où  nous  nous  pla- 
çons, la  solution  offre  des  difficultés  insurmontables.  Nous  verrons  plus 
tard  les  résultats  qui  peuvent  être  obtenus  dans  certains  cas  particu- 
liers, à  l'aide  du  principe  d'indifTérence. 


§  2.  —  Cas  où  les  molécules  sont  à  peu  prés  sphériques. 

^   II.    —    l'ilÉLIMlNAIIUiS. 

Notre  but  est  de  déterminer  le  rapport  des  forces  vives  totales  de 
translation  et  de  rotation  pour  toutes  les  espèces  réunies;  cette  re- 
cherche devient  possible  quand  toutes  les  molécules  sont  à  peu  près 
sphériques. 

i"  Remarques  générales  sur  la  répartition  des  vitesses.  —  Eu 
suivant  la  méthode  générale  indicjuée  au  n°  YI,  pour  des  molécules 
exactement  sphéricjues,  toutes  de  même  masse  et  de  même  rayon, 
j'ai  démontré  précédemment  qu'en  désignant  par  n(f(x)dx  le  nombre 
de  molécules  dont  la  vitesse  est  comprise  entre  x  et  x  -\-  dx,  on  a  exac- 
teinenl 

(r(i)  9(.r)  =a«"-P•*'x^ 

y.  cl  ^  étant  des  constantes  ;  en  désignant  par  /)ur  la  force  vive  moyenne 
des  molécules,  et  remarquant  que  /*  est  leur  nombre  total,  on  doit 
avoir 

X//  o(  ^)fli'  =;  //,  l/////r-  o(^')dr  =  nniu-, 

ou 

y.  I     i-^  ('-•>'"  (h- =  i .  7.1    i'' e'^'' (h- =^  u'- . 
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l.ii  fnrimilo 
ililTr-rciiliro  jiar  ra[)j)ort  à  [i,  donne 


(■7) 


De  la  sorte  a  et  [ï  sont  complètement  déterminés  an  moyen  de  la 
force  vive  totale  du  milieu. 

Lu  valeur  de  !p(p)  devient  maxima  quand  ^r- =  i  ouc  =  ;/i/^;  elle 
décroit  rapidement  quand  v  s'écarte  de  cette  valeur. 

Sans  examiner  pour  le  moment  si  la  formule  (iG)  est  applicable 
{[uand  les  nKjlécules  sont  à  peu  près  sphériques  et  qu'il  y  en  a  plusieurs 
espèces,  il  est  clair  que,  dans  l'état  permanent,  le  même  fait  sera  tou- 
jours vrai,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  partage,  comme  au  n"  VI.  les  nom- 
bres /*,  n'  v.n  groupes  de  nombres 

«F(K,  G,  v)diid(\ch\  n'F'{K',  G',  i' )c/K'<r/(r'r/r'. 

ils  deviendront  très  peu  nombreux  si  v  ou  c'  s'écartent  notablement  de 
leurs  valeurs  moyennes.  Il  en  sera  de  même  et  d'une  façon  plus  pro- 
noncée si  les  forces  vives  de  rotation  K-,  K'-  s'écartent  de  leurs 
moyennes.  En  effet,  les  vitesses  de  translation  changent  notablement  à 
chaque  choc,  un  seul  pouvant  suffire  pour  réduire  l'une  d'elles  à  zéro. 
Au  contraire,  les  forces  vives  de  rotation  restent  invariables  si  les  molé- 
cules sont  sphériques  ;  si  elles  le  sont  à  peu  près,  elles  n'éprouvent  qu'un 
faible  changement,  et  il  faudrait  une  combinaison  improbable  de  chocs 
pour  leur  faire  accjuérir  des  valeurs  sensiblement  différentes  de  hi 
moyenne. 

2"  Grandeur  rcdative  des  quanlilês  qui  enlreiil  dans  les  for- 
mules (^12).  —  Les  molécules  étant  à  peu  près  sphériques,  les  rap- 
ports des  nombres  A,  B,  C  entre  eux  diffèrent  [)eu  de  l'unité.  Ensuite 
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—  est  une  ligne  dont  la   valeur,   pour  une   sphère  homogène  de 


rayon  p,  est  p\/i;  en  même  temps,  li  est  la  projection  de  la  droite 
joignant  le  centre  à  un  point  de  la  surface  sur  le  plan  tangent  en  ce  poinl . 
Ainsi  le  rapport  de  li  à  l  /  —  et  son  carré  —r-  sont  des  nombres  abs- 
traits très  petits  ;  il  en  sera  donc  ainsi  de  mir  ÎM  et  de  même  de  /«/?'-  M'  ; 
de  la  sorte,   dans  la  valeur  (4)  de  /",  la  seconde  partie  //-M  +  //^M' 

sera  très  petite  par  ra])port  a  la  première 1 ,  • 

Par  suite  de  la  jietitesse  de  h,  le  rapport  —  sera  aussi  très  petit 

ipiand  on  donne  aux  deux  forces  vives  leurs  valeurs  moyennes.  Ce  se- 
rait même  une  conséquence  de  ce  cjui  précède  si  l'on  admettait  a 
priori  que  le  nombre  que  nous  cherchons,  ou  le  rapport  de  la  force 
vive   de  rotation  à  l'autre,  ne  fût  pas  très  grand,  car  il  en  serait  de 

1    ^P^    .  1   •►         "'/''        /''/'"         •.  i  •         *•.    -1 

même  cie  — ^  et  son  produit  par  —r—  ou  — r-  serait  très  petit:  il  en  serait 
inv-  ^  '         A  ('-  ^ 

alors  de  même,  d'après  les  formules  (3),  pour  ~-i  -^^  et  aussi  pour 
—j-  en  faisant  la  même  hypothèse  pour  la  seconde  espèce.  Par  consé- 
quent, nous  devons  considérer ^  comme  très  petit  tpiand  on  em- 
ploie les  valeurs  moyennes. 

Il  n'en  sei^a  plus  ainsi  si  l'on  donne  à  la  force  vive  de  rotation  une 
valeur  beaucoup  plus  grande  que  sa  moyenne,  ou  à  i^',  t'  une  beaucoup 
plus  petite.  Mais  alors,  comme  on  l'a  vu,  le  coefficient  du  groupe, 
c'est-à-dire  F(K,  G,r)  et  son  analogue  sont  très  petits,  et  comme 
nous  cherchons  à  déterminer  avec  une  faillie  erreur  relative  les  divers 
termes  des  formules  (ii)  et  (12),  après  qu'on  les  aura  ajoutées  pour 
tous  les  groupes,  nous  devrons  dans  celles-là  regarder  constamment 
/  comme  très  petit  numéric|uement  par  rapport  à  r  -|-  r'. 

VIII.   —    I\liDLCT10^"    DES    EXPRESS10>'S    H3,    IL.,    H,. 

1"  I  alt'urs  des  coajfflcients  F  (V„).  —  Dans  les  foi'iiiules  (<))  et 
(^(j  ^/v),  chacun  d'eux  désigne  l'unité  si  V„  est  positif,  et  zéro  s'il  est 
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négatif.  D'après  ce  qui  précède,  V,  ou  p  +  r' —  /  doit  être  supposé 
toujours  positif  et  V^  négatif;  ainsi  F(Y,)  =  i,  F("V|)=  o.  On  devra 
do  même  supposer  F(V2)  =  i  quand  t'>  p'.  En  effet,  si  l'on  avait  à  la 
fois  (•  —  f'  >  o  et  V„  ou  f  —  v'  —  1<C  o,  V,  serait  numériquement  infé- 
rieur à/,  (■  —  (■'  très  petit  par  rapport  kv  +  v' .  Ainsi,  dans  les  numéra- 
teurs des  valeurs  (9)  et  (9  bis^  de  H^,  H3,  H!,,  le  premier  terme  serait 
très  supérieur  aux  autres;  plus  tard,  nous  aurons  à  tenir  compte  dans 
ce  terme  de  la  portion  en  /  ou  i~,  en  négligeant  les  suivantes.  Vis-à-vis 
de  ceux-là  le  terme  en  Vo,  inférieur  à  /^  ou  /%  serait  à  plus  forte  raison 
négligeable.  Il  en  serait  de  même  pour  H,,  mais  il  est  inutile  do  le 
mentionner,  car  nous  n'aurons  plus  à  faire  usage  de  sa  valeur. 

On  voit  de  même  qu'on  devra  supposer  F(V2)  =  o  si  c  <  i',  et 
F(V3)  =  I  ou  o  suivant  que  v'  >  ou  <<  o. 

De  la  sorte  H^,  H.„  H'.,  deviendront  des  fonctions  entières  de  /  dont 
les  coefficients  sont  bien  connus  dans  les  deux  cas  ou  v'  >  ou  <^  v. 

■1°  Les  termes  contenant  l  à  une  puissance  impaire  doivent  être 
supprimés.  —  En  effet,  les  intégrales  du  mouvement  de  rotation  em- 
ployées au  n"  VI,  c'est-à-dire 

A/J-+  Bj-4-  C/-  =  lv=,         A=p-  +  B-^--t-  C=7"  =  K-G, 

donnent 

A(  A—  G  )//  -h  B(B  -  G)^-  -^  C(C  -  G)/-  =  .., 

éijuation  du  cône  du  second  degré  que  Taxe  instantané  décrit  à  Tinlé- 
rieur  du  corps;  K  et  G  restant  les  mêmes,  ce  mouvement  peut  avoir 
lieu  en  deux  sens  opposés,  et  l'on  sait  par  la  théorie  de  la  rotation 
(pie  clans  les  deux  cas,  pour  des  positions  identiques  de  l'axe,  celui-ci 
se  déplace  avec  la  même  vitesse,  et  la  vitesse  angulaire  est  la  mémo 
en  sens  contraire. 

De  la  sorte,  jo,  q^  r  sont  les  mêmes  en  signe  contraire  et  varient  do 
la  même  manière  en  fonction  du  temps  t  en  prenant  celui-ci  en  sens 
inverse.  Cela  résulte,  d'ailleurs,  des  équations  du  mouvement 

A§+(C-B)^,-=o 

qui  restent  les  mêmes  en  remplaçant  /,  p,  y,  /par  —  I,  —  p.  —  y,  —  /•. 
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Par  conséquent,  dans  les  formules  (12),  K,  G  et  t' restant  les  mêmes 
(•(niinii'  K',  G',  (•',  on  doit  ajouter  les  valeurs  de  ijl,  [jl',  [jl"  correspon- 
dant aux  mouvements  dans  les  deux  sens,  lescjuels,  pour  raison  d'in- 
difTéronce,  doivent  être  considérés  comme  également  fréquents,  et, 

])()ur  ceux-là,  la  somme  /     -7^  affectant  des  termes  de  degré  impair  par 

ra|)port  à  p,  q,  r  réunis  à  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 
I^a  même  remarque  s'applique  aux  variables  p\  q\  v'  de  la  seconde 
espèce. 

Dans  les  formules  (  1 1)  et  (12),  les  termes  contenant  /  comme  ceux 
(pii  contiennent  /seront  ainsi  de  degré  pair  par  raj)port  à  A,  li  réunis, 
el  nous  négligerons  le  quatrième  degré  par  rapport  à  ces  petits 
nombres  et,  par  suite,  les  termes  en  /*.  D'après  les  formules  (12)  et 
(^^ç)  />/*),  Ho  est  partout  multiplié  par  /  et,  par  conséquent,  doit  être  ré- 
duit à  son  terme  en  /,  tandis  que,  dans  H3,  H ,,  on  doit  conserver  seule- 
ment les  termes  de  degré  pair.  Dans  les  valeurs  (9)  et  (9  his)^  on  doit 
«■mployer  le  ternie  en  V^  quand  c  >  e',  le  terme  en  V,  quand  t-  <  i'  ;  en 
affectant  les  signes  supérieurs  au  premier  cas,  les  inférieurs  au  second, 
on  aura 

,  1  .S  )    /H.,  = — I  isi' .     H3  =  ^^  +  ^i\     h:,  =  Ç  +  if" /' • 

l'ii  posant 


•2  ce 


(19) 


IX.  —  Sommation  relative  ait  nombre  G. 

Si  toutes  les  molécules  sont  des  solides  de  révolution,  on  a,  comme 
on  Ta  vu,  cosy  =  cosy'  =  o,  et,  d'après  les  formules  du  n"  II,  la  com- 
posante /•  ou  /•'  de  la  vitesse  angulaire  reste  constante  malgré  les 
chocs;  la  seule  portion  variable  de  la  force  vive  de  rotation  est 
A/;--i-  A^^;  c'est  entre  celle-ci  seulement  et  la  force  vive  de  transla- 
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lion  qu'il  s'ùlahlit  dans  IV'lat  permanoiil  un  rapport  invariable,  cl  il 
sera  préférable  de  la  désigner  par  K",  landis  que  la  force  vive  de  rfila- 
lion  lout  entière  sera  K-  +  C7"ou  K-  +  consl.  Nous  poserons  donc 
dans  ce  cas 

Va\  même  temps,  d'après  les  formules  (i  3),  on  aura 

/  =  hs  cos'];  +  II'  s' cos'l' 

et,  dans  les  formules  (12),  les  intégrations  relatives  à  t,  t'  sont  rem- 
placées par  le  signe 

dans  lequel  t];,  '^'  varient  seules,  s,  s'  et  toutes  les  autres  lettres  restant 
constantes.  Cela  seul  suffirait  évidemment  pour  faire  disparaître  toutes 
les  puissances  impaires  de  /,  et,  quanta  P,  elle  sera  remplacée  par 

7J1'- s- -h  ^  h'- s'^  ;  d'ailleurs,  .s^,  s'-  désignant  ^- +  ^-,  p'' -h  c/'^  ou-r-, 
-YT  ou  K-M,  K'-M',  d'après  les  formules  (i3).  Les  intégrations  étant 

ainsi  effectuées,  c'est  dans  les  formules  (11)  qu'on  devra  subsliluer  la 
valeur  de  l"  ou 

(20)  l'  =  ^jr-MK'  +  lh'-M'K'\ 

Dans  le  cas  général,  P  ou  (hh  -h  h'L'y  doit  être  réduite  à 
h'^h^-h  h"^h'^,  les  termes  du  premier  degré  enp,q,r  disparaissant. 
En  outre,  les  équations  du  mouvement  donnent 

/  pq  dt  = /■  +  const.,         d'où  /    pq  (h  =  o, 

le  second  membre  reprenant  la  même  valeur  au  bout  de  la  période  T; 
il  en  serait  de  même  pour^r,  qi\  p' q' ,  ■  ■ .,  de  sorte  que  /-  se  réduit  à 

/^  =  li"{p'  cos-a  4-  q"  cos-[ï  -l-  /-^  cos-y) 

-h  h"^(p'-  cos'^'a'^  q-  cos-^'  -+-  r"-  cos-y')- 


l40  CELLERIER. 

\ous  ne  pouvons  point  effectuer  les  intégrations  relatives  à  t,  t' 
sous  une  forme  simple  ni  savoir  quelle  est  la  fréquence  plus  ou  moins 
grande  des  valeurs  de  G,  G'.  Mais  il  faut  remarquer  que,  dans  le  cas 
des  surfaces  de  révolution,  où  l'on  avait  Ajo^  +  A^-=K^,  on  a  été 
amené  à  remplacer  Ap^,  Aq-  par  une  valeur  moyenne  ^  K-  ;  or,  il  est 
évident  que,  dans  le  cas  général  où  Aj9^ -t- Bç* -f- C/"  =  K-,  si  Ton 
veut,  dans  les  formules  (i  i),  grouper  ensemble  les  termes  oùK''  est  le 
même,  ce  qui  revient  à  remplacer  séparément  Ap-,  Bq-,  Cr^  par  une 
valeur  moyenne,  on  devra  prendre  pour  celle-là  ^K^;  en  effet,  il  en 
serait  ainsi  en  supposant  les  molécules  sphériques  et  les  mouvements 
de  rotation  indifférents  en  tous  sens.  Si  les  molécules  sont  à  très  peu 
près  sphériques,  il  en  sera  de  même,  sauf  une  erreur  de  l'ordre  de 
l'écart  de  sphéricité  ou  négligeable  dans  des  termes  déjà  du  deuxième 
degré  par  rapport  à  h  et  h'.  La  première  partie  de  /-  pouvant  s'écrire 

A- (^-^  A;;- -4- -g^By- 4-  -^  Cr- ) 

sera  ainsi  remplacée  par 

1    joT-o/cOS-X  COS-!i  COS-'A  I    ioT-'iAiT 

^/i^iv-[— Y — I — g-^  H — p-^  ]        ou       ^Anv-M, 

l'I  l'autre  partie  de  même  par  i/i'^Iv'^M'.  Après  cela,  les  intégrations 
relatives  à  ':,  t'  sont  superflues,  de  même  que  les  formules  (12),  et 
l'on  devra  substituer  dans  les  formules  (11) 

(21  )  /■'=  ^(7rMK=  +  /i'=M'K'^), 

0  étant  égal  à  l'unité  dans  le  cas  général  et  devant  être  remplacé  par  | 
quand  les  molécules  sont  des  solides  de  révolution . 

En  substituant  les  valeurs  (18)  de  /Ho,  H3,  H!,  dans  les  équations 
(i  i),  on  devra  négliger  le  quatrième  degré  et,  par  suite,  dans  l'expres- 
sion de  [j.',  réduire  H,  à  — •  En  remarquant  (jue,  d'après  les  formules 
(9  his),  on  a 
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ou  trouvera 


RSR'S'/^  l\m 


_  4/W 
3  J  lo 


i,'V= 


■,/>".], 


où  l'ou  doit  substituer  la  valeur  (21)  de  /-.  Ainsi  ces  expressions  nt 
dépendent  j)Ius  que  de  K%  K'%  i-,  v',  et  non  de  G,  G'. 


X.   —    Première  approximation   de  la  valeir  de-- 

c 

En  supposant  les  espèces  en  nombre  quelconque,  désiguoiis  par  r, 
Y]',  v]",  ...  la  force  vive  moyenne  de  rotation  correspondant  à  chacune 
d'elles  et  par  '(,  C,  ■••  la  force  vive  moyenne  de  translation;  par  0  le 
rapport  de  la  force  vive  totale  de  rotation  pour  tout  le  système  à  celle 
de  translation,  quand  les  molécules  sont  des  solides  de  révolution;  par 
p'  le  même  rapport  quand  cela  n'a  pas  lieu. 

En  général,  dans  un  gaz  tout  agent  extérieur  amenant  un  change- 
ment de  force  vive  influence  directement  celle  de  translation,  i)uis 
quand  Fétat  permanent  s'est  rétabli,  celle-ci  se  transforme  partielle- 
ment en  force  vive  de  rotation.  Si  les  molécules  sont  des  solides  de  ré- 
volution, cette  transformation  n'affecte  que  la  portion  de  la  force  vive 
de  rotation  cjui  a  été  désignée  au  n°  IX  par  K^,  K'-  ;  aussi,  (piand  nous 
parlons  de  la  force  vive  totale  ou  moyenne  de  rotation,  il  ne  doit  s'a-nr 
que  de  celle-là. 

La  transformation  s'opère  de  telle  sorte  que,  -  étant  le  rapport  des 

chaleurs    spécifiques    à    pression    constante    et    à   volume   constanl, 

■J    C         \  • 

'-1 I  )  exprime  le  rapport  de  la  force  vive  totale  de  transialion  du 


milieu  à  celles  de  translation  et  de  rotation  réunies;  ce  ra[)port  est  le 
même  que  ou  — — ;,  et  en  remplaçant  -  dans  le  second  cas  par  —, 

^I-hpi  +  p-  '■  C  ^C 

Journ.  de  Malh.  (4'  série),  loine  VH.  —   l'asc.  Il,   1891.  H) 
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il  en  résulte 

(23)  7  =  '  +  3rrrF)'        ^  =  '  +  3(7^r7-)- 

Pour  avoir  une  évaluation  approximative  de  ces  expressions  dans  le 
cas  d'une  espèce  unique,  nous  supposerons  égales  toutes  les  vitesses  de 
translation  et,  à  plus  forte  raison,  les  forces  vives  de  rotation  qui  va- 
rient moins.  Les  formules(i9)  donnent  g  =  4'',  ^'=  i6r';  on  a  aussi 
K-  =  Iv'^  =  T^]  la  formule  (2!)  se  réduit  à  /-  =  |Oïj(/rjM  +  h"-M'),  el, 
dans  la  valeur  (22)  de  ij.', 

l/gr-  -  (//.=  M  +  /i-M')  f^  =(/rM  +  /r-M)  (^/rOr,  -  |c.'). 

Celle  expression"  étant  du  second  degré,  on  doit  y  remplacer/ par 

la  seule  partie  —  -+-  — ;  ou  —  :  elle  devient  ainsi 
i  m         m  m 

gtn  ^  -^  V  '         106  / 

et  a'  est  le  produit  d'une  constante  par  yi mv^  ou  r, ^  s  ;  "•'  est 

ici  l'accroissement  de  force  vive  de  translation  pour  tout  le  milieu, 
puisqu'on  n'a  plus  à  le  partager  en  groupes  de  vitesses  variables.  Il 

doit  être  nul  dans  l'état  permanent,  de  sorte  qu'on  a  ?  =  — s;  c'est  le 

rapport  des  forces  vives  totales,  de  sorte  qu'en  posant  0  =  ^  ou  i  on 
aura 

,     . ,            3          ,        q         C                  5  ,  C  20  Q  r 

(2'|)p=-,      p  =  — .      -=iH =  1,417,      —  =  1  H- .^  =  I''^^I• 


XI.  —    Approximation   ultérieure. 

H  n'est  point  assez  exact  de  supposer  toutes  les  vitesses  égales  et, 
toutefois,  en  tenant  compte  de  leur  répartition,  les  nombres  que  nous 
venons  de  trouver,  comme  on  le  verra,  changeront  très  peu. 
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D'après  ce  qui  a  qU'-  dit  au  u"  Vil,  il  y  aurait  une  erreur  moindre 
à  considérer  les  forces  vives  de  rotation  comme  égales  pour  uni! 
même  espèce;  toutefois,  nous  partirons  d'un  principe  plus  rationnel 
et  nous  admettrons  que  la  fonction  F(K,G,  t'),  définie  au  n"  VH, 
et  qui  déjà  ne  contient  plus  G,  soit  simplement  le  produit  F(K)9(e) 
d'une  fonction  de  K  seul  par  une  de  i'  seul.  Cela  revient  à  ad- 
mettre, bien  que  les  forces  vives  de  translation  et  de  rotation  se 
transforment  l'une  dans  l'autre,  que  la  répartition  de  l'une  d'elles  dans 
l'état  permanent  est  indépendante  de  celle  de  l'autre.  Voici  les  raisons 
de  ce  fait  : 

i"  Le  changement  des  vitesses  de  translation  provient  de  leur  di- 
rection par  rapport  au  plan  du  choc;  celui  de  la  force  -vive  de  rotation 
dépend  surtout  soit  de  la  vitesse  et  du  sens  de  la  rotation  antérieure, 
soit  des  lignes  h,  h',  c'est-à-dire  d'éléments  n'ayant  aucune  connexité 
avec  les  directions  de  v  et  c';  aussi  n'y  a-t-il  pas  de  raison  pour  que  les 
écarts  de  la  moyenne  de  la  force  vive  de  rotation  correspondent  à  telle 
ou  telle  vitesse  de  translation. 

2°  Si  l'on  suppose  connue,  pour  toutes  les  espèces,  la  loi  de  réparti- 
tion des  vitesses  en  supposant  les  molécules  sphériques,  cette  loi,  quand 
elles  sont  à  peu  près  sphériques,  ne  pourrait  changer  que  de  quantités 
de  l'ordre  de  l'écart  de  sphéricité.  Ce  changement  est  négligeable, 
puisqu'on  supposant,  comme  nous  l'avons  fait  au  numéro  précédent, 
toutes  les  vitesses  égales,  ce  qui  est  bien  plus  éloigné  de  la  réalité,  le 
rapport  p  ou  p'  n'éprouve  qu'un  faible  changement. 

Désignons  maintenant,  pour  la  première  espèce,  par  n'^(x)dx  le 
nombre  de  molécules  dont  la  vitesse  est  comprise  entre  x  el  x  -\-  dx; 
ce  nombre  sera  de  même  n'<^{x)dx  pour  la  seconde  espèce.  On  doit 
encore  partager  ces  groupes  en  d'autres  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  K  et  K',  après  quoi  on  ajoutera  les  expressions  (22)  de  ]}.' 
et  [/."  pour  tous  les  groupes.  Mais,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les 
fonctions  de  K  ou  K'  introduites  par  le  second  classement  étant  indé- 
pendantes de  V  et  t'',  les  deux  sommations  peuvent  s'effectuer  successi- 
vement. Ainsi  nous  remplacerons  d'abord  nn'  parftrt'o((')^'(f')r/p</f' 
et  nous  ajouterons  tous  les  résultats.  Cela  revient  simplement  à  rem- 
placer, dans  les  formules  (22),  g,  g\  g",  ^'"par  G,  G',  G",  G'",  eu  po- 
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sant 


(25) 


Ces  lettres  G,  G'  ne  peuvent  se  confondre  avec  celles  qui  onl  (''t('' 
employées  au  n°  VI  et  ont  maintenant  disparu. 

Quant  à  la  sommation  relative  à  K,  K',  il  faut  remanjucr  (|ue(î, 
G',  ...  étant  maintenant  des  constantes,  il  n'y  a  à  faire  aucun  par- 
tage de  /?,  n'  en  groupes  dans  les  termes  indépendants  de  K-,  K'-, 
mais  seulement  dans  ceux  cjui  ont  /'  en  facteur;  quant  à  ceux-là,  cette 
sommation  consiste  à  les  ajouter  pour  toutes  les  valeurs  de  K-,  K'-, 
forces  vives  de  rotation,  et,  comme  celles-ci  n'y  entrent  cprau  premier 
degré,  cela  revient  à  les  remplacer  par  leurs  moyennes  y],  y]',  ou  sim- 
plement à  substituer 

(26)  /==  ^(//  =  MY]-+-//'-M'r,'). 

On  aura  ainsi 

Ij,  U'  étant  les  expressions  comprises  dans  les  signes  [  |  des  formuN^s 
(  22  );  on  doit  y  substituer 

/== '-^^^:^ +(A^M  + //"M' ), 
•'  mm  ^  ' 

en  négligeant  la  seconde  pailie  dans  les  termes  dc'-jà  mnllipliés  par  /-'. 
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On  aura  ainsi 


j  -   2  (  m  -h  Wî  '  )  p,  ^j        G'  ^ 

à  inin' 

U'=—  ^'2i^^p  +  V(h-^M  +  ir-\\')+()i\ 

I  C\  m  m  tu  ■'  "^        ' 


6tnin  10^  '' 

(28) 


\oiii  III  m 


en  posant 

/        V  n        G"         aG'  ^,         G         ni  +  in'  .^,„        2^,, 

■'-^  6  10  ^  /;;  mm       ^  i       ■' 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  la  répartition  des  vitesses  indi- 
quée par  3  elç'  est  celle  qui  convient  à  des  molécules  sphériques,  en 
admettant,  cela  va  sans  dire,  que,  pour  chaque  espèce,  on  leur  attrilnic 
la  même  masse  m,  m' ,  ...  et  le  même  rayon  mojen  ou  le  même  volume 
que  pour  les  molécules  non  sphériques,  et,  en  outre,  que  la  force  vive 
totale  de  translation  pour  le  milieu  ne  soit  pas  non  plus  changée. 

Soit,  dans  ce  cas,  a"  l'accroissement  total  de  force  vive  de  la  pre- 
mière espèce,  dû  uniquement  aux  chocs  avec  la  seconde.  Ce  sera  la 
valeur  de  tx"  pour  le  cas  particulier  où,  les  molécules  étant  sphériques, 
on  a  h  =:  /i'=:  o,  /  =  o,  et,  en  désignant  parU"  ce  que  devient  alors  U', 
la  formule  (27)  donnera 

(  3o)    a    =  L    -, —  >   >    ,.^p,a, ,., >        ou        U    =  P  ; 1 

Dans  le  mode  de  répartition  des  vitesses  qui  convient  à  des  molé- 
cules sphériques,  il  est  admis  qu'un  choc  entre  deux  molécules  de  pre- 
mière espèce  ne  change  pas  la  somme  de  leurs  forces  vives;  d'ailleurs, 
dans  l'état  permanent,  l'accroissement  total  de  la  force  vive  de  la  pre- 
mière espèce  est  nul.  Il  en  sera  donc  ainsi  pour  celui  qui  est  dû  aux 
chocs  avec  les  autres  espèces,  quel  que  soit  leur  nombre  ;  en  supposant 
qu'elles  se  réduisent  à  la  seconde,  cet  accroissement  [x'"  est  donc  nul, 
d'où  U"  :=  o. 

En  substituant  dans  U'  la   valeur  de  P,   tirée  de  cette   éipiallon, 

on  a 

m  +  m;  ^,  _  m  +  m'  ^^,  __  G'  ^^,^^  ^  ^^„^j 
m  m  ^  10  ^  ■' 
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En  subsliluant  la  valeur  (16)  de  /-  dans  U',  U,  et  celles-ci  dans  les 
expressions  (27),  elles  se  parlageront  en  deux  parties  correspondant 
aux  deux  espèces,  de  sorte  qu'on  aura 

/  ,        -,  /26T,  m -h  m'  ^         G'\        -,,/'2  0ï)'  m -\- m'  ^         G'\ 

IL  =  kl 7-  Lr +  ^ ,—  '-T ' 

I  '  \  9        III m  10/  \    9         mm'  10/ 

(3l)     '  '  ^ 

III  -H /h'     „       -^  /  Ot,    m  -h  m'  ^        G'\       -.,  /e-r/    m  -+■  m'  ^        G  \ 

'       ^        10/  \  3  /;*'         *-         10  / 


^^'3 


en  posant 

de  sorte  que  X,  V  sont  deux  coefficients  puromcnl  géouiélriques,  dé- 
pendant à  la  fois  de.la  forme  des  deux  espèces. 


XIl.  —  Valeurs   de  G,   G',   G",  G'". 

Dans  le  cas  d'une  espèce  unique,  on  a  déjà  vu  que  ^(x)  a  la 
forme  (lO);  dans  le  cas  où  il  y  a  plusieurs  espèces,  en  remplaçant  <f 
par  ç",  9'",  . . .  pour  la  troisième,  cjuatrième,  etc.,  il  serait  extrêmement 
difficile,  si  ce  n'est  impossible,  de  déterminer  ces  fonctions  par  la  mé- 
thode rigoureuse  indiquée  au  n"  VI;  mais  nous  serons  certains  de 
nous  éloigner  fort  peu  de  la  répartition  réelle  en  leur  attribuant  des 
formes  analogues 

("33)        o'(.z;)  =  a'aj-e"^'""",  o"(x-)  =  o(."x-e~^"-'''',  ..., 

a',  ^',  a",  3",  . ..  étant  des  constantes.  En  effet  : 

1°  Il  arrivera  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  d'une  seule  espèce, 
qu'un  choc  uni(pie  peut  diminuer  dans  un  rapport  quelconque  et 
même  réduire  à  zéro  l'une  des  deux  vitesses,  mais  ne  peut  raugmenler 
que  dans  un  rapport  limita,  et,  par  conséquent,  que  les  groupes  de- 
viendront de  moins  en  moins  nombreux  quand  la  vitesse  s'écarte  d'une 
valeur  moyenne,  mais  cela  d'une  manière  beaucoup  plus  prononcée 
quand  elle  la  dépasse  que  si  elle  lui  est  inférieure.  Or  c'est  ce  mode 
de  variation  que  représente  la  formule  (iG),  et  elle  se  trouverait  ainsi 
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convenable  comme  formule  empirique  lors  même  qu'on  ne  pourrait  la 
démontrer  rigoureusement. 

2"  Dans  le  cas  où  les  masses  dill'èrcnl  très  peu  entre  elles,  la  forme 
suj)posée  serait  encore  beaucoup  plus  approximative,  étant  rigoureu- 
sement certaine  pour  des  masses  égales. 

Le  premier  de  ces  cas  est  évidemment  celui  du  mélange  de  plusieurs 
gaz,  et  le  second  celui  d'un  gaz  unique,  dans  lequel  on  suppose 
quelques  variations  accidentelles  de  forme  et  de  masse  des  molécules. 

De  toute  manière,  l'iiypotlièse  que  nous  faisons  donnera  des  résul- 
tats beaucoup  plus  exacts  que  celle  d'une  valeur  unique  des  vitesses. 

Pour  évaluer  les  portions  de  G,  G',  . . .  dans  lesquelles  f>  v\  nous 
aurons  besoin  de  diverses  valeurs  de  l'expression 

(34)  H,,,.  =  r  (A  '  r  e-P-'-P'-W"'  dv. 

Pour  les  trouver,  on  a 

/ ' "  e->- dç   f  '  e- '-■■  i>d^  =  -,    r  e- P'-'^?"'  dv' 


ou  en  posant 

(35) 

zf\dv'  re~^'--^'"--vdv  = 

4?V''?  +  ?' 


EndilTérenlianl  trois  fois  de  suite  cette  relation  par  rapporta  3',  puis 
les  deux  premières  équations  ainsi  obtenues  par  rap[)ort  à  [3,  et  rcmai- 

quant  qu'on  a 

de  de  I 

7P^        71^'         2c' 

on  trouvera,  les  limites  des  intégrales  restant  les  mêmes, 
(36)    -H,„  =  ^,  sH, 


3 

23C' 

•  '  .. 

1 

-t- 

3. 

^3 

-f- 

3 
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Eli   subsliluaiil   les  valeurs   (iG)    et   (33)   de  ^,  o'   dans   les    fur- 
mules  (  25),  on  aura 

G  =  aa' /  /     ('  '^'''~''^  "  '  gv- 1'"- dv  di-' ,          ..., 

Nous  [)oserons 

(  -,  =  A  +  lî,         —,=  A'  +  B', 


(37J 


G"  .   „  i,„  G"'  .   „,  T~,m 

—,  =  A  +  B  ,  ,  =  A  +  B  , 


A,  A',  . . .  correspondant  aux  [)orlions  i'>  r',  el  B,  B',  ...  à  celles  où 
e  >  i',  de  sorte  que 

A  =  /'"  fA-'  f  %->'-->"■  gv^  V-'  di-, 

Les  formules  (19)   donnent  pour  <■>(•',  en  employant  les  sijj;nes 
supérieurs, 

3c-  -H  v'-  , 5i''  H-  loi'^r'--!-  r'> 

ri'  —  "      ;.      '  g  —  ;.  ' 

//       c'-t- 6c-i''-4- ('"  ,„        (•--)-(■'- 


d'où  résultent 

îA  =3H3,, +  H,  ,,  £A'  =  5H,.,^-ioIl3,+  H,,e. 

eA  =H5.,4-(3H3,,  +  n,,„,         eA  =H,.,  +  H   „ 


ou,  d"après  les  formules  (  3G  ), 
.36 


A' 


I  o  3o  60 

H -+-  


2  1 2  ÛO 


î  A  —  r^ — 7  -+-  ir, — ;  "^  Tj — -  '  ^  A    —  7-, — -  -t-  -T — :  ■ 

Lorsipie  (•  <^  i"',  les  formides  (19)  donnent 
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Mais  il  sera  préférabh^,  pour  conserver  les  mêmes  limites  aux  inté- 
grales, d'échanger  les  lettres  c  et  (>'  de  sorte  qu'on  ait  c  >  r'  :  comme  c 
correspond  alors  à  la  seconde  espèce,  il  faudra  remplacer  —  ^p^  —  S'c'- 
|)ar  —  [3'».'*— ^p'-,  ou  simplement  employer  des  expressions  H].,  au  lieu 
de  H,,,  ;  les  premières  se  déduisent  des  autres  en  échangeant  [3  et  [3'. 
On  aura  ainsi 

2  '  O  ' 

^  =  2Il,  +  2h;,,,      13'"=  2h;,,, 

nu.  d'après  les  formules  (3G), 

sB" 4  9  'à  ^T.„, 2  3 

lui  leuiarquant  que  [5l  -t-  ji'  ^  c-,  il  en  résulte 

i'+,3'^        3(3  +  ^') 


c(A"'4-B"') 


les  deux  derniers  termes  se  réduisent  à 

3(2S'^+3p-^+5p[J')  _  30  +  p')(3pH-2p') 

d'où 

•  ,/A"^n"X_  4P^+P+3pp'(3p  +  2!J') 
-  £(  A    +ii  )  -  pj^TJ-^ 

_  (p  +  p')^(4p  +  P')  ^  (4?  +  P')c 

(Jii  suivra  la  même  marche  pour  B,  B';  les  valeurs  (jq)  de  i,'-,  <(',  en 
prenant  les  signes  inférieurs,  puis  échangeant  v  et  t^',  deviennent  celles 
ipii  correspondaient  aux  signes  supérieurs;  ainsi  B  et  B'  se  déduisent 
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de  A,  A'  en  échangeant  j3  et  P'.  On  a  donc 


Les  valeurs  (37)  deviennent  ainsi 


p3^'3 


I   aï  a-  3  -  aa 

(38) 

'   aa'  psp"         '  aa'  p^fi'^c 

XIII.     —    RvPPORT    DES    FORCES    VIVES     TOTALES,     LE    NOMBRE    d'esPÈCES 
ÉTANT    QUELCONQUE. 

En  substituant  les  valeurs  de  G',  G"  dans  les  formules  (  29  )  cl  (  3o  ), 

on  a 

c(4P  +  ?')         4c'    _  c(4?  +  ?'-4c-^)  _.       ?'c 


-,  p 


Spp"  3?-'^'^  3^3  ^'3 


c    jT„  ^'/w  -t-  n^\    p'c 


P'3         /?jp5?" 
11  en  résulte 

'  \  r?i         m    ! 

D  étant  un  coefficient  positif;  ui'"  est  raccroissenient  de  force  vive  de 
la  première  espèce  due  aux  seuls  chocs  avec  la  seconde.  Les  accroisse- 
ments analogues,  dus  aux  chocs  avec  la  troisième,  quatrième,  etc.  sont 
de  même 

V  m         m   /  \  m         m 


LOIS    DES    CHOCS    MOLECULAIRES.  131 

1)',  D",  ...,  étant  positifs.  Nous  avons  vu,  au  n"  XI,  que  la  soninie  de 

ces  accroissements  devait  être  nulle  dans  l'état  permanent;  il  faut  pour 

11  ?     3'  ■ 

cela  que  les  rapports  —  >  -S'  ■••  soient  tous  égaux. 

En  effet,  si  cela  n'avait  pas  lieu,  —  ne  pourrait  être  le  plus  grand 

d'entre  eux,  ou  un  des  plus  grands  s'il  y  en  a  plusieurs  de  la  valeur 

niaxima,  puisque,  dans  la  somme  précédente,  qui  doit  être  nulle,  tous 

les  termes  seraient  positifs  sans  être  tous  nuls.  Mais  l'accroissement  de 

force  vivo  de  chaque  espèce  doit  être  séparément  nul,  et  il  en  résulte 

3' 
pour  chacune  une  condition  semblable  :  il  faudrait  donc  crue  ^  ne  fût 
'  1        m 

pas  le  plus  grand  des  rapports  —,  ••  -,  que  -^,  ne  le  fût  pas  non  plus, 

et  ainsi  de  suite  juscju'au  dernier,  ce  qui  est  absurde. 

Dans  la  formule  (17),  mir  est  la  force  vive  moyenne  de  translation 
des  molécules  de  première  espèce,  maintenant  désignée  par  '(;  on  a 
donc 


et  de  même 


par  conséquent. 


m  2  y 

J  ^  3  -' 


-II' 
~  3  •  ' 


o     \  y         y,        Yf,  m  ni  m  a  ., 

09)       i  =  v  =  x:'  =  ...,      j  =  Y-Y  =  ---  =  i,^^ 

et  la  force  vive  de  translation  moyenne  des  molécules  est  la  même  pour 
toutes  les  espèces. 

Les  formules  (29)  et  (38)  donnent 


G'"  -  ^  G 


3       /  fl-8'2c  p2|î'2  pp'^c 

D'après  les  relations  (^g). 


m  -+-  m    c^ 

In'        ~  f'' 
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Il  en  résulte  que  les  seconds  membres  des  formules  (3i)  sont  les 
mêmes  s'ils  correspondent  aux  mêmes  espèces.  11  devait  en  être  ainsi, 

car,  en  désignant  par  f;.'  le  second  membre  de  la  valeur  de -, —  [>." 

(jui  reste  la  môme  en  échangeant  la  première  et  la  second(^  espèce, 
on  a 


d'ailleurs,  l'accroissement  de  la  force  vive  de  la  seconde  espèce  dû  aux 

chocs  avec  la  première  serait  pareillement  ,  u.  ;  leur  somme  u. 

ddit  donc  bien  exprimer  ces  deux  accroissements  réunis. 
Les  formules  (Sg)  donnent 

rniii'      /«^'  1!  fifi'  j^ 

m  H-  ni'  c^  3  c-    '' 
d'où 

nini'  s    G'  2  Ç  (• 


7)1  -H  m'  11'  lo  3    p-^'^ 

IT,       !  (•  2  '       c 

mm'      \  T  FF"   ~  ~^  3^ 


/  ()T,  m  ■+-  '«'  /-\         G'\  «;  -\-  m'  I  Ot, 


^■■  =  ^fM^-^i-"O-HV(0yi'--ON 


"  =  T  Wf-' 

Si  nous  supposons  cpie  pi'  corresponde  aiiv  chocs  uiuluels  de  la  pre- 
mière espèce,  on  aura 

X  =  A',  [j.'=  a(Oïj  —  Z), 

a  étant  un  coefficient  positif. 
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Posons,  pour  abrctîLT,  Oyj  —'C^y,  Oyj'  —  'C  =  y',  Oï]"  —  'C  =  y" ,  ■  •  -, 
cl  supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  deux  cspcVos;  raccroissoment 
de  la  force  vive  de  première  espèee,  du  à  srs  cliocs.  soil  ;i\rc  cllr- 
mème,  soit  avec  la  seronde,  doit  èlrc  nul,  d"on  résullc 

/^  ,'  -.'    . 

o  —  a  -I-  UL   =:  ay  h (  Ar  +  A  >•  ). 


n  aulre  part,  laccroissenicnt  de  force  vive  de  la  seconde  rs|ièee  dn 
à  ses  chocs  avec  la  première  est,  comme  on  l'a  vu, 

III      ,,  h      ~  - ,     ,N 

— ;  U.  OU  — ,{Ky-\-Kv). 

m    '  III    ^    •  ■' 

Pour  ses  chocs  avec  elle-même  l'accroissement  a  la  forme  a'  y'  ana- 
logue à  ay^  et  les  deux  réunis  doivent  être  nuls.  Ainsi  «,  r/  ,  h  sont 
trois  nombres  positifs  tels  qu'on  a  à  la  fois 

/  bh\  bV     ,  (   ,        b\'\     ,       hl 

[a  A >'  H y  =  o,  an r]  Y  -^ ;>'  =  <>: 

le  déterminant  des  coefficients  est 

/■  b\\  f    ,        b'K'\         bnv  ,        ,  (a'\         a\'\ 

\  m  J  \  m   I         mm  \  m  ni    / 

et  a  tous  ses  termes  positifs  ;  les  deux  équations  n'ont  donc  pas  d'anlrc 
solution  que  y  ^y'  =  o. 

S'il  y  a  un  nombre  quelconcpie  d'espèces,  on  aura  encore 

(jl'  -t-  a"  -+-...  ^  o, 

en  ajoutant  à  it."  les  accroissements  de  la  force  vive  de  premièr(^  es|»èce 
provenant  de  ses  chocs  avec  la  troisième,  la  quatrième,  etc.  (Je  sera 
une  équation  de  la  forme 
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sans  terme  indépendant  de  y,  y.,  ....  Pour  chaque  espèce  il  y  aura 
une  condition  de  cette  forme.  Dans  ce  système  d'équations,  en  même 
nombre  que  les  inconnues,  le  déterminant  de  leurs  coefficients  n'est 
point  nul,  en  général,  puisque,  s'il  n'y  a  que  deux  espèces,  comme  on 
vient  de  le  voir,  il  ne  l'est  pas.  Il  n'y  aura  donc  d'autre  solution  que 

>'=./=>'"  =  ••■=<> 
et,  par  suite, 

Y]  =  yj'  =  Y)"  =  .  .  .  . 

Ainsi  la  force  vive  moyenne  de  rotation  est  la  même  pour  toutes  les 
espèces,  en  supposant  toutefois  que  0  soit  le  même.  Le  rapport  de  la 

force  vive  totale  de  rotation  à  celle  de  translation  sera  ='  ou  -;  d'après 

le  n"  X,  dans  le  cas  d'une  espèce  unique,  en  prenant  comme  première 

approximation  toutes  les  vitesses  égales,  on  avait  ^  =  -^;  le  résultat 

actuel  est  donc  peu  différent.  Le  rapport  p  ou   p'  est  le  même   que 

:^}  de  sorte  qu'en  posant  0  =  -  ou  i,  on  aura 

■>  C  3  Cl 

p  =  5'         -  =  I  -f-  ;;  =  i,4oo;         ?'  =  i,         —=  I  +  ij  =  1,333. 

Sans  entrer  dans  le  détail  des  valeurs  expérimentales  attribuées  a. 

C 
rapport  -,  on  sait  qu'elles  difTèrent  très  peu  de  i,4oo  pour  les  gaz 

simples,  entre  autres  l'hydrogène,  tandis  que,  pour  l'acide  carbonique 
et  d'autres  gaz  composés,  elles  diffèrent  peu  de  i,33.  Les  molécules 
giizeuses  joueraient  ainsi  le  rôle  de  solides  peu  différents  d'une  sphère, 
qui,  pour  les  gaz  simples,  seraient  de  révolution,  et  non  pour  les 
autres. 

Ce  fait  est  lié  à  celui  que  les  molécules  d'hydrogène  sont  formées 
de  deux  atomes,  ce  qui  doit,  en  effet,  leur  donner  une  forme  de  révo- 
lution, tandis  que,  dans  les  gaz  composés,  elles  en  ont  plus  de  deux. 

Quant  à  ce  que  j'ai  appelé  les  chocs  entre  ces  molécules,  ce  mot 
semble  participer  de  l'incertitude  où  nous  sommes  sur  leur  nature. 

On  peut  toutefois  lui  donner  le  sens  précis  suivant  :  deux  molécules 
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sont  en  contact  si  la  distance  cl(;s  centres  est  telle  qu'il  s'exerce  eiilrc 
(•u\  l'énergique  résistance  à  la  compression  qu'on  observe  dans  lo 
corps  solides.  De  la  sorte,  les  effets  mécaniques  qui  tésnllnii  du  com- 
tact  des  solides  existent  aussi  pour  les  molécules. 

On  a  vu  cpie,  si  le  milieu  est  composé  de  plusieurs  espèces,  c'esl- 

à-dire  est  un  mélange  de  plusieurs  gaz,  la  valeur  de  ^  est  la  luème  (pic 

pour  ces  gaz  isolés.  Ce  résultat  se  réalise  pour  l'air,  dans  l<'(piel  -  est 
éiialement  frenviroji   r,'|oo. 
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Sur    les   fonvtions    périodu^iies    de    deux    variables  ; 
Par  m.   p.  APPELL. 


INTRODUCTION. 

Ivi's  ft)iiclions  doublement  périodiques  d'une  variable  qui  se  coni- 
porlenU  à  distance  finie,  conime  une  fraction  rationnelle,  peuvent 
loules,  ainsi  qu'il  est  bien  connu,  s'exprimer  par  des  combinaisons 
rationnelles  de  fonctions  0  d'une  variable.  Après  la  découverte  des 
fonctions  0  de  plusieurs  variables  faite  par  Gôpel  et  Rosenhain,  on  a 
dû  se  demander  immédiatement  si  toute  fonction  de  n  variables  avec 
2//  groupes  de  périodes,  se  comportant  à  distance  finie  comme  une 
fraction  rationnelle,  pourrait  être  exprimée  à  l'aide  des  fonctions  0 
de  //  variables.  Au  premier  abord  il  semble  que  non,  car  les  périodes 
il'une  fonction  0  de  n  variables  ne  peuvent  pas  être  choisies  arbilrai- 

ii'Mient  :  elles  sont  liées  par  relations  bien  connues. Cepcndanl, 

dans  une  conversation  cju'il  eut  avec  M.  Hermite  en  i86o,  Ricniann 
avait  affirmé  que  ces  relations  doivent  nécessairement  exister  entre 
les  ■?^n  groupes  de  périodes  d'une  fonction  de  n  variables,  tout  au 
moins  après  une  transformation  d'un  degré  convenable  effectuée  sur 
ces  périodes;  mais  il  n'a  donné  aucune  indication  sur  la  méthode  tjui 
lavait  conduit  à  ce  théorème  d'une  importance  capitale.  M.  Weierstrass 
a,  depuis,  annoncé  à  quelques-uns  de  ses  élèves  qu'il  possède  une  dé- 
monstration de  ce  théorème  ;  mais  il  n'a  ni  publié  ni  indiqué  la  méthode 
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dont  il  i'ait  usage  (').  Dans  une  Noie  présentée  à  TAcadémie  des 
Sciences  le  3  décembre  i883,  MINI.  Poincaré  et  Picard,  s'appuyant  sur 
ce  théorème  de  jNI.  Weierstrass  {^)  que  (n  ■+- 1)  fondions  de  n  va- 
riables à  -in  groupes  de  périodes  sont  liées  par  une  relation  algé- 
brique ont  donné  une  démonstration  du  théorème  de  Riemann  fond(''e 
sur  la  considération  d'intégrales  de  différentielles  totales  et  sui-  la 
théorie  des  intégrales  abéliennes. 

En  me  bornant  au  cas  le  plus  simple  de  deux  variables  indépen- 
dantes, je  me  propose,  dans  ce  Mémoire,  de  traiter  directement  la 
question.  Parlant  de  l'expression  d'une  fonction  de  deux  variables, 
sans  singularités  essentielles  à  distance  finie,  sous  forme  du  quotient 
de  deux  fonctions  entières,  telle  qu'elle  résulte  d'un  théorème  de 
M.  Poincaré  ('),  je  montre  que,  si  cette  fonction  admet  quatre  paires 
de  périodes,  on  peut  toujours  les  amener  à  vérifier  la  relation  de 
Hiemann  et  exprimer  la  fonction  par  le  quotient  de  deux  fonctions 
entières  composées  avec  des  fonctions  0  de  deux  variables.  Je  n'ai 
donc  pas  à  m'appuyer  sur  l'existence  d'une  relation  algébrique  entre 
trois  fonctions  de  deux  variables  à  quatre  paires  de  périodes  :  la  mé- 
thode suivie  permet,  au  contraire,  de  démontrer  l'existence  de  cette  re- 
lation. 

Pour  appliquer  d'abord  la  méthode  à  un  exemple  simple,  je  com- 
mence par  traiter  le  cas  des  fonctions  d'une  variable  à  deux  périodes, 
en  m'appuyant  sur  des  résultats  relatifs  aux  fonctions  entières,  dus  à 
M.  Guicliard  C*);  puis,  je  traite,  par  une  méthode  toute  semblable,  le 
cas  des  fonctions  de  deux  variables  à  quatre  paires  de  périodes.  Le 
Mémoire  se  termine  par  cjuelques  remarques  sur  les  fonctions  de  deux 
variables  avec  deux  paires  de  périodes.  J'ai  laissé  de  côté  l'étude 
des  fonctions  à  trois  paii'es  de  périodes  qui  peut  être  faite  de  la  même 
façon. 

Les  principaux  résultats  contenus  dans  ce  Mémoire  ont  été  indiqués 


(')  N'oir  une   Lettre  de  Ml  Weierstrass  à  Al.  Borcliarclt,  Journal  de  Crelle, 
t.  8'J. 

('-)  Monnlsberichle :  1882. 

(^)  Acla  inatheniatica,  t.  II. 

(■•)  Annales  ilc  l'Ecole  Normale:  1887. 
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flans  doux  Notes  que  j'ai  eu  Thonneur  de  présenter  à  l'Académie  des 
Sciences  dans  les  séances  des  fi  et  27  janvier  i8r)o. 

Le  premier  Cliaj)itre  est  eulièrement  consacré  à  la  dénionslialinu 
du  tliéorème  préliminaire  suivant  : 

Etant  données  deux  fonctions  entières  H(a:,  v)  et  K(./-,  )-)  d<; 
(leur  variables  indépendantes,  tyérifiant  l'identité 

H(.r,>'+  0  -  H(.r,_>-)  =  Iv(j:-  +  i,  y)  -  K(,r, 7), 

//  existe  une  troisiî-nic  fonction  entière  G(x,  y)  iiérifîanl  les  deux 
équations 

.    G(j:-  + i,j)  — G(x,  v)  =  H(J7,_7), 

G(.r,jK  -I-  ')  —  G(^x,  y)  =  K(x,7)- 


CHAPITRE  I. 

THÉORÈMES     PRÉLIMINAIRES. 

1 .  Dans  un  Mémoire  intitulé  Sur  la  résolution  de  V équation  aux 
différences  finies  G(a;  +  i)  —  G(.r)  =  H(a:)  (^Annales  de  l'Ecole 
Normale,  novembre  1887),  M.  Guichard  a  démontré  le  théorème  sui- 
vant : 

Etant  donnée  une  fonction  entière  quelconque  H(  j),  il  existe  une 
autre  fonction  entière  G(:r)  vérifiant  l'équation  aux  différences 
fin  ies 

(i)  G(.^  +  0-G(,t)  =  Hu). 

(^omme  le  fait  remarquer  M.  Guichard.  on  sait  trouver  la  fonction 
G(  ;)  quand  Y{(z)  est  un  polynôme 

\\{z)  =  a„-\-a,z  +  ...  +  a„z"; 
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il  suffit  pour  celfi  de  se  servir  des  polynômes  de  Bcrnoulli  9„(-)  qui, 
pour  z  entier  positif,  expriment  la  somme  des  /i""™»*  puissances  des 
(  -  —  i)  premiers  nombres  entiers 

polynômes  qui  vérifient  ridenlité 

eu  vertu  de  cette  identité,  on  aura  une  fonction  satisfaisant  à  Téqua- 
lion  (i)  en  prenant 

G(z)  =  «„o„(  r)  -hf/,9,(r)  +  ...  -i-a„cp„(r): 

la  fonction  entière  la  plus  générale  vérifiant  Téqualion  (i)  sera  évi- 
demment égale  à  (t(^:;)  augmentée  d\me  fonction  entière  admettant 
la  période  i. 

Lorsque  H(-)  est  une  série  entière  convergente  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ::  (fonction  entière  ) 

li( z  )  ^  a^,  -h  a ,  z  -h  ...  -h  a„z"  -h  ■■■ . 
la  série 

a,  o„  {z)-ha,'-^,(z)  -h... -h  a„  9„(  z)  +  . . . 

nest  pas  toujours  convergente;  on  ne  peut  donc  pas  étendre  aux  fonc- 
tions entières  la  méthode  élémentaire  suivie  pour  les  cas  où  H(  ;)  est 
un  polynôme.  M.  Guichard  arrive  à  former  dans  tous  les  cas  la  fonc- 
tion G(;)  en  construisant,  à  l'aide  d'une  intégrale  définie  renfermant 
un  paramètre  varial)le  ^,  une  fonction  qui  a  des  lignes  de  discontinuité 
ou  coupures  du  genre  de  celles  cjui  ont  été  envisagées  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  }\crmï\.(i.-{Juurnal  de  Crelle  et  C ouïs  professé  à  la 
Faculté  des  Scienccs^\  il  fait  ensuite  disparaître  ces  discontinuités  et 
obtient  la  fonction  cherchée. 

Nous  modifierons  de  la  façon  suivante  la  métiiode  de  .M.  (  iuichard. 
Nous  formerons,  à  laide  dune  intégrale  définie  afi'ectée  de  coupures. 
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(les  fonctions  enlières  '-{>„(-)  vorifianl  les  identités 

'\>„{z-h\)  —  '\>„(z)=  z"         {n  =^o,  I,  2,  .  .  .,  ce) 
et  se  comportant,  quand  /i  est  très  grand,  de  telle  façon  que,  si 

Hi^z)  =^  a„  -t  a f  z  -h  a.2  z^  -+-...-{-  a,^  z"  -\-  ■■ . 
est  nne  série  convergente  quel  que  soit  z,  il  en  soit  de  même  de 

G(:;)  =  a,/\',{z)  +  a,  ■\^,(z)  -+-  a./\>.{=)  +  . .  .  -h  «„'}„(--)  +  . .  •  : 

celle  dernière  série  définira  alors  une  fonction  entière  G(r)  ré[)()n- 
dant  à  la  c}uestion.  Il  est  évident  que  les  fonctions  '\'„(z)  ne  diflèrenl 
des  polynômes  de  Bernoulli  ç„(-)  que  par  une  fonction  entière  admet- 
tant la  période  i  :  c'est  ce  que  nous  vérifierons,  en  nous  servant  des 
expressions  des  polynômes  de  Bernoulli  par  des  intégrales  définies 
tlonnées  par  M.  Hennile. 

2.  Soit  n  un  nombre  entier  positif;  considérons,  en  suivant  la  iné- 
ihode  de  M.  Guicliard,  l'intégrale  définie 

«V--;  —  J  ^      e-''"' -I- e-*«"'    e-27t(_e27i.-,  "'• 

linlégralion  étant  étendue  auv  valeurs  réelles  de  t,  i  désignant  limité 
imaginaire  positive  et  c  une  quantité  imaginaire  x-\-yi.  Cette  inté- 
grale a  un  sens  bien  déterminé  quand  la  partie  réelle  de  z  n'est  pas 
un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul.  Si  z  est  de  la  forme  m  -h  /O, 
/)/  étant  un  entier  et  0  une  quantité  réelle,  il  y  a  dans  rinlégrale  un 
élément  infini  correspondant  à  /  =  0. 

Ij'intégrale  n„(^)  définit  donc  une  fonction  de  :;  admettant  pour 
coupures  les  parallèles  à  l'axe  des  quantités  imaginaires  ayant  pour 
équations 


i6-j 


p.     APPELA. 


D"aprôs  les  propriétés  des  intégrales  alîeclées  de  coupures,  données 
par  M.  Hermite  {voir  le  Cours  professé  à  la  Faculté  des  Sciences), 
l'intégrale  n„(:;)  tend  vers  une  limite  quand  z  tend  vers  un  point  de 
l'une  des  coupures;  mais  cette  limite  est  difTércnte  suivant  que  z  tend 
vers  la  coupure  en  venant  d'un  côté  ou  de  l'autre.  La  fonction  !!„(-) 
possède  évidemment  la  période  i ,  puisque  le  changement  de  «  en  j  +  i 


n'altère  pas  les  éléments  de  l'intégrale.  Considérons  la  bande  indéfinie 
comprise  entre  les  deux  droites  parallèles  .r  =  o,  ic  =  i  (cette  bande 
est  couverte  de  hachures  dans  la  figure);  la  fonction  !!„(-)  est  uni- 
forme dans  l'intérieur  de  cette  bande;  nous  conviendrons  d'appeler 
valeur  de  n„(2)  en  un  point  de  l'un  des  bords  de  la  bande  la  valeur 
limite  vers  laquelle  tend  n„(z)  quand  z  tend  vers  ce  point  en  venant 
de  l'intérieur  de  la  bande.  Ces  valeurs  de  H,, (s)  dans  la  bande 


étant  supposées  connues,  les  valeurs  de  !!„(;)  en  tous  les  autres  points 
du  plan  s'en  déduiront  par  la  formule 

Si  A  et  p  sont  deux  poiqts  infiniment  voisins  situés  en  face  l'un  de 
l'autre  sur  les  deux  bords  de  la  coupure  Oy{x=^  o),  p  à  droite,  X  à 
gauche,  on  a,  d'après  les  théorèmes  généraux  de  M.  Hermite, 


n„(>.^-n„(p)  =  p". 
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L(_'  point  UL  =  A  H-  I  est  dans  la  handc  ombrée  infinimonl  prrs  de  lu 
coupure  x'  =;  i  ;  comme  on  a 

n„(u)  =  ii„(x  +  i)  =  n„(À;, 

on  voil  (pie 

(2)  n„(fA)-n„(p)=P". 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  '■['„(-)  définie  par  les  deux  con- 
ditions suivantes  :  i°  pour  tous  les  points  z  situés  dans  la  bande  om- 
brée (comprise  entre  les  droites  a;  =  o,  .r  =  i)  et  sur  les  droites  limi- 
tant cette  bande,  on  a 

•!„(.-)  =  n„(.-); 

2"  pour  tout  autre  point  du  plan,  la  valeur  de  ']'„{:•)  est  détinie  par  la 
relation 

(y)  uz  +  i)-u^)  =  z:'. 

Cette  fonction  '-['„(:?)  n'a  plus  de  coupures  :  prenons,  par  exemple, 
le  point 

V  ^  p  -i-  I 

situé  en  face  de  a  sur  l'autre  bord  de  la  C(jupure  x  =  i  :  on  a,  par  dé- 
linilion, 

•|»(  v)  =  ■\'J.P  +  i)  =  ■|«(?)  +  P"; 

d'autre  part,  d'après  (2), 

■|„([x)  =  lI„(a)  =  II„(p)  +  p"; 
comme  '■}'„(p)  =  H/^p),  on  voit  que 

la  fonction  ■];„  est  donc  continue  quand  on  traverse  la  coupure  .r  =  1 . 
La  relation  (3)  montre  alors  qu'elle  est  continue  sur  toutes  les  autres 
cou})ures. 
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(-l'Ile  fonction  '!„(-)  est  donc  une  fonction  de  :r  holomorphe  dans 
loiil  le  plan,  c'est-à-dire  une  fonction  entière.  Nous  ne  nous  arrêterons 
])as  à  démontrer  que  cette  fonction  admet  une  dérivée  :  cela  résultera 
d'une  vérification  que  nous  ferons  plus  loin  (n°  5),  en  montrant  que 
•]/„(r)  est  égale  au  polynôme  de  BernouUi  o^(z)  augmenté  d'un  poly- 
nôme entier  en  e'"'"''  et  e  -^""'. 

5.  Valeurs  de  la  fonction  ']>„(:■)  quand  n  est  ires  grand.  —  Sup- 
posons d'abord  la  partie  réelle  de  -  comprise  entre  o  et  i  ;  alors  '|„(  r  ) 
est  donnée  par  l'intégrale  H,, (3), 

OÙ  le  module  de  — r^, rrrr  reste,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  nifé- 

lieur  à  une  limite  fixe  positive  A. 

Considérons  cette  intégrale  comme  la  somme  de  deux  intégrales, 
Tune  allant  de  — se  à  o,  l'autre  de  o  à  -i-ao,  et,  dans  la  première,  chan- 
geons /  en  —  t,  puis  intervertissons  l'ordre  des  limites,  nous  aurons 

Dans  cette  intégrale  le  module  de  la  somme  entre  crochets  est 
moindre  que  2 A,  puisque  le  module  de  chacun  des  termes  de  cette 
somme  est  moindre  que  A;  le  module  de 


est  moindre  (|ue  c^-"'^'.  On  a  donc,  en  désignant,  coinuie   M.  Weier- 
strass,  par  |  Z  |  le  module  de  Z, 

i 'In  (-)  Kl  e'"''"-H  f'- -'"'•'' i2A  f   ,■--'""  l"dl. 

Km  faisant 

„,  1.  ""  '''" 

211- 1  =  «,         t"  at  = 


(•.!/(-)''- 


SIR    LES    FONCTIONS    PÉRIODIQUES    DE    DEIX.    VARIABLES.  1 G J 

OU  voit  ({IIP 

ijuaiiliu''  t'vidcinineiiL  iiioiiulrp  que    ^_  ^^^-,  •  Soil,  d'iiulre  Jiarl,  p  relui 
des  modules  des  deux  quanti  lés 


(jiii  est  le  plus  i;rand,  de  sorte  (|ue 
nous  aurons  eiifin 

co  \'h(=)\<~{i-^)"- 

Pour  établir  cette  formule  nous  avons  supposé  la  partie  réelle  de  r 
eomprise  entre  oet  i  :  voyons  ce  qui  se  passe  quand  cette  partie  réelle 
est  nulle. 

Le  raisonnement  précédent  n'est  plus  applicable,  car  le  module  de 


e^-^'  —  e'^" 


devient  infini  lorsque  t  varie  de  — co  à  -i-  x.  Supposons  donc  :;  infini- 
ment voisin  de  la  valeur  «0,  0  étant  l'éel,  et  désignons  par  s  une  ipian- 
lité  positive.  L'intégrale  définie  cpii  donne  '•|^„(;)  est  de  la  forme 


nous  l'écrirons 

■|„(»  =  j       F(:,/)df+j       ¥{z,i)dt+j       F(r, /) 
Dans  les  deux  premières  intégrales,  li'  module  de 


dl. 


-int «JTi: 


Joui  ri.  de  .Malli.  (\'  série),  lome  VII.  —  Kasc    II,  iSyi. 
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reste  inférieur  à  une  limite  positive  a.  Le  module  de  la  somme  de  ces 
deux  intégrales  est  donc  moindre  que  l'intégrale 


"'£ 


t"  I  dt 


puisque  les  éléments  de  cette  dernière  intégrale  sont  réels  et  positifs, 
plus  grands  que  les  modules  des  éléments  correspondants  des  deux 
premières  intégrales,  et  que  le  champ  d'intégration  est  plus  étendu.  Or 
cette  dernière  intégrale  est  égale  à 

([ui,  d"a})rès  ce  qui  précède  (formule  /j),  est  moindre  (pic 

2(7/  p  y 

p  désignant  le  plus  grand  module  des  deux  quantités  e-"^-'  et  c~-'^"" .  11 
reste  à  étudier  l'intégrale 

^6  +  e 

(pie  nous  écrirons  comme  il  suit 


■^'Ht 


■='  f 


„    .  e-^'^'dt 


Quand  z  tend  vers  iO,  la  deuxième  de  ces  intégrales 

^6- 


g-^^'  dl 


qui  ne  dépend  pas  de  //,  tend  vers  une  limlle  iinie;  si  donc  on  ap[)elle 
b  un  iioiuhre  positif  plus  grand  (pie  le  module  de  celte  liniile.  on  voit 
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<Ch\0  1". 


<^uaiU  à  la  première  intégrale,  tous  ses  éléments  restent  (inis  ([uai 
on  y  fait  z  =  iO,  et  l'intégrale  ainsi  obtenue 


I 


,2«7t^     i_   „  — 2«7IÏ  yj2«TtO  _i       ^—i/t-Kb  j    (m—ÏHI  «— 2Tt(j 


e--'^'  (Il 


reste  liuie  quand  ii  augmente  indélîniment,  car  tous  ses  élémenls  ten- 
dent vers  zéro  (').  Si  Ton  désigne  par  c  un  nombre  plus  grand  que  le 
module  de  cette  intégrale,  le  premier  terme  de  la  somme  (j)  a  un  mo- 
dule moindre  que  2cp". 

On  a  donc,  enfin,  quand  r  =  /O, 

i'^«(--)i<¥(^y+/Moi"+^-cf", 

ou,  en  appelant^  le  plus  grand  des  nombres^;  b,  ac,  et  A  le  plus 
grand  des  nombres  |  0  |  et  c, 

formule  analogue  à  (4)-  En  résumé,  (jiiand  la  partie  réelle  ^' de  r  csl 
nulle  ou  comprise  entre  o  et  i 

o  5a;  <;  I, 

le  module  de  <]^„(^)  (piand  n  augmente  indéfiniment  reste  inférieur  à 
une  expression  de  la  forme 

2  A  A", 

A  et  A  désignant  des  nombres  positifs  indépendants  de  //. 


(')    Voir,  pour  la  démonstration  de  ce  point,  la  remarque  placée  à  la  lin  de 
ce  numéro  (j).  169). 
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Cette  proposition  s'étend  facilement  à  des  valeurs  quelcon([ues  de  :. 
En  effet,  la  formule  fondamentale 

donne  les  deux  formules 

(G)     )  '^"* -'  *=  ■k(=+^)  -  ="-(=  +  i)"  -. . .-  (3  +  k  -  r  )", 

(  .!;„(;)=.|„(;_A-)  +  ^T-A-)«  +  (-.-/>  +  i)"  +  ...-f-(;-iy', 

/i  désignant  un  entier  positif.  Si  :■  a  une  valeur  quelconque,  on  peut 
toujours  choisir  A-  de  telle  façon  que  Tune  des  deux  quantités 

--  +  A-,    :.~k 

ait  sa  partie  réelle  comprise  entre  o  et  i  ou  égale  à  o.  Supposons,  par 
exemple,  que  (z  -+-  A)  remplisse  cette  condition  :  la  première  des  for- 
mules (6)  montre  que 

I  |„(r)  |<|  '|„(:r  +  A)|  +  I  :r''l  +  |(:r  +  iV'l  +. . .+  I  (z  +  A  -  i)"  |; 

mais  on  a,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

|.|„(r  +  A)|<2BH."; 

d'autre  part,  en  appelant  v  le  plus  grand  des  modules  des  A  quantités 

z,   z  -h  I ,   .. .,  ^  +  A  —  I 

le  module  de  la  somme  de  leurs  puissances  n""^^"  est  moindre  que  Av"; 
donc 

l'j.„(z)r<aBu.''  +  Av"<2AX'', 

on  appelant  A  le  plus  grand  des  nombres  2B  et  A-,  X  le  plus  grand  des 
nombres  p.  et  v. 

La  deuxième  des  formules  (6)  conduit  à  un  résultat  identique. 
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Remarque.  —  Nous  avons  admis  que  le  module  de  l'iuléfifrale 

,0- 


'='"rr'î<"-'^''"iFS^ 


?(0—  e^«^(_^_e-2«7t( 

(/,  0  réels,  t  réel  positif),  reste  fini  quand  n  augmente  indéfiniment. 
Pour  mettre  ce  fait  en  évidence,  on  peut  distinguer  deux  cas,  suivant 
que  0  est  nul  ou  non  : 

i"  0  =  o.   Alors  o(0)=  o.  Le  module  du  produit 


e-^'"—  I 


reste,  dans  les  limites  de  Tintégration,  inférieur  à  un  nomhii'  positif 
fixe  p.  Si  donc  on  partage  l'intégrale  en  deux,  Tune  prise  de  —  i  à  o, 
l'autre  de  o  à  +  î,  on  aura 

|I1<2/)-. 

Comme  z  peut  être  supposé  moindre  que  l'unité,  on  voit  cpie  le  mo- 
dule de  I  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

2"  Supposons  0  différent  de  zéro,  positif,  par  exemple.  On  pouiia 
prendre  £  assez  petit  pour  que  0  —  £  soit  positif.  Ecrivons 


J.  f  fl  „-27t( <.-21tO 


F^e  module  du  facteur  ^-~^ tÀ  reste  encoreinférieur  à  un  nombn 

Q—iut g— auo 

positif/?.  D'autre  part,  le  théorème  des  accroissements  finis  donne 


1  ■yo  P.     APPELL. 

a  ('tant  compris  entre  /  et  0,  c'est-à-dire  positif.  Comme 


?'("V 


!  llTu  II"  c^n-Ku  —  f,-ïn 


on  a 


j^e  maximum  du  produit  uc~^'^"  étant  — ,  et  le  facteur  -  +  2-  res- 
tant,  dans  Tintégrale,  inférieur  à  r-— :  +  2-,  on  aura 

l?'(")i<"(ë^  +  --^)(drj"' 

doi'i 

|Ti<-'/^^(d:i  +  -^)U 

limite  qui  tend  encore  vers  zéro  pour  n  infini. 

4.  Applicalioit  à  la  résolution  de  deux  problèmes  de  calcul  fonc- 
tionnel. —  Prenons  d'abord  le  problème  de  M.  Guicliard.  Soit 

H(r  )=  a„  +  a^z  +  a.,z'-  +  . . .  4-  «„;"  +  ... 

une  fonction  entière  :  il  s'agit  de  former  une  fonction  entière  i-^{z) 
vérifiant  Téqualion 

(7)  G(..-M)-G(r)=H(.-). 

La  série 

G(r  )  =  rt.,(>  -  i)-Ho, •!,(;)+  «,'},(;)  +  ...+  a„'];„u;  +  ... 

converge  quel  que  soit  ^,  car  le  module  du  terme  général  «„']/„(;)  est 
moindre  que 

2  A I  a„  I  A'' , 

A  et  A  désignant  des  constantes  indé[)endantes  de  n,  et  la  série  dont  le 
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lerme  général  est  |  «„  |  X"  est  convergente.  La  série  G(:r)  définit  donc 
une  fonction  entière  vérifiant  Féquation  (7)  (').  La  fonction  entière  la 
plus  générale  vérifiant  cette  équation  est  égale  à  G(z)  augmentée 
d'une  fonction  entière  avec  la  période  i. 

Il  est  évident  que  l'on  pourra  ramener  au  problème  que  nous  venons 
de  résoudre  la  détermination  d'une  fonction  G,  (:;)  vérifiant  une  é(|ua- 
tion  de  la  forme 

(.0  désignant  une  constante  quelconque.  Il  suffira  de  déterminer  une 
fonction  entière  G(^z)  vérifiant  l'équation 

G(z-hi)-(\(:)=U(co:), 
()uis  de  {>rendre 

( 'cherchons  maintenant  à  résoudre  le  même  problème  pour  des  fonc- 
tions de  deux  variables  indépendantes. 

Ela/i  t  données  deux  fonctions  entières  H  (,r,  y)  et¥^(x,  y)  de  deii.r 
variables  x  et  y,  former  une  fonction  entière  G(^x,y)  vérifiant  les 
deu.i;  équations 


(« 


I  G(j;-f-i,  jK  )-  G{x,y)=\{(x,y), 
(    G  (x,  j  +  I  j  -  G  {x,  y)  =  K(x,  y). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  les  deux  fonctions 
données  H  et  K  vérifient  une  certaine  équation  de  condition.  En  eflet, 
en  changeant,  dans  la  première  des  relations  (8),  y  en  y  -h  i  et  ajou- 
tant à  la  deuxième,  on  obtient 

G  (.r  +  I ,  j  +  f  )  -  G(x,  y)=H(x,y-i-i)+K(x,y); 

de  même,  en  changeant  dans  la  seconde  de  ces  relations  x  en  x  -!-  i  et 
ajoutant  le  résultat  à  la  première,  on  a 

G(x  -h  1,7 -t- 1)—  G(x-, /)=  K{x  -h  i,y)-\-  H(x-,/). 

(')    Voir  un  Mémoire  de  M.  Weierstrass,  Monalsberichte,  p.  723;  i88o. 
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On  doit  donc  avoir 

(9)  ll(x,  y  +  i)  +  K(x,  y)  =  K(.r  4-  i  ,7)  4-  H(x-,  y). 

Supposons  celle  condilion  remplie;  le  problème  esl  alors  possible 
el  Ion  penl  former  la  fonclion  Ci  (a;,  y)  de  la  façon  suivanle  : 
Ordonnons  ïl(x,  y)  par  rapport  aux  puissances  de  x 

les  coefficients  hn(j')  élant  des  fonctions  entières  dejK-  Si  nous  posons 

^{x,y)=y^']^„{x)li^{y), 

où  'j/„(a:)est  la  fonction  définie  précédemment,  avec  la  convention  que 
•jig  (^x)  =  X  —  I ,  et  si  nous  désignons  par  M  (x,  y)  une  fonction  entière 
quelconque  de  x  cl  y  assujettie  à  la  seule  condition  d'admettre  la  pé- 
riode I  par  rapport  à  x, 

M(x  +  i,y)  =  M(x,y), 
Texpression 

(10)  G{x,y)==L{x,y)-U(x,y) 

définit  la  fonction  entière  la  plus  générale  vérifiant  la  première  des  re- 
lations (8) 

G  (x  -hi,  y)  -  G{x,  y)  =  n(x,  y). 

11  faut  déterminer  la  fonction  M(x,y)  de  telle  façon  que  la  fonc- 
lion (10)  vérifie  aussi  la  deuxième  des  relations  (8).  Pour  cela,  remar- 
(^uons  que,  si  nous  retraliclions  la  relation 

L(-f  -I-  J , y) -  'L(x,  y )  =  H  (x,  y) 

de  celle  (ju'on  en  déduit  par  le  changement  de  y  en  r  +  i,  nous  ob- 
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li'iioiis  l"(''(|ualion 

l.(-i--Hi,  JH-i)-  L(.r,j  +  i)  -L(.r-t-i,j)  +  L(x,y) 
=  U{.r,y  +  i)-U(x,y) 

iloiil  le  srcoiid  membre  est  égal  à 

iMi  \eitii  de  la  relation  (9).  On  peut  donc  écrire 

L(x  -\-  i ,  y  -h  i)  —  L(x  -h  i,/)  —  K(a.-  +  i,  j) 
=  L(ar,  _>-  +  I  )  —  L(.r,  y)  —  K(.r,  7  ). 

ce  qui  montre  que  la  fonction  entière 

P(-^,  j)  =  L(.î.-,  y  ^  •)  -  I-(-^-,  r)  -  K (.»,>-) 

admet  la  période  i  par  rapport  à  x. 

Cette  fonction  V(x,  y),  ordonnée  par  rapport  ky,  est  donc  de  la 
forme 

les  coefficients  p„(x)  étant  des  fonctions  entières  de  x  avec  la  pé- 
riode I.  Cela  posé,  en  prenant  la  fonction  G(x,  y)  définie  par  l'éqna- 
tion  (10),  on  voit  que  Texpression 

(II)  G(x,  y  -hi)  —  G(.r,  y)  —  K(x,  y) 

est  i()i'iiii(|ue  à 

M  -2  )  P (x,  y)  -U{x,y+i  )  +  M (.r, y), 

on  la  fonction    entière   M(a;,j')   est  assujettie  à  la   seule   eoudiliou 

Journ.  de  Afath.  (4'  série),  tome  VII.  —  Fasc.  M,  1891.  -  ' 
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flavoir  la  j^criodc  (1)  pai'  rajiporl  à  ./•.  Prenons  pour  rctic  fonction 
l'expression  suivanle 

M(x,j)=2'i«0-)/^«(^-), 

oh'\ia(y)^y  —  I  ol  oùloscoefficicnls/),,^^^./:.-)  sont  ceux  (pii  liy;iirenl  clans 
le  dévcloppcmenl  cleP(x',j').  La  fonction  M  étant  ainsi  th-tcrniinée, 
l'expression  (12)  est  nulle  :  il  en  est  de  même  de  l'expression  (11)  ([ui 
lui  est  ég^ale,  et  la  fonction  G  (.r,)')  vérifie  bien  les  deux  relalions(  8  ). 
La  fonction  la  plus  générale  vérifiant  ces  deux  relations  est  égale  à 
(•(\r,  j')  augmentée  d'une  fonction  entière  admettant  la  période  i 
par  rapport  à  x  qI  k  r. 

S'il  s'agit  de  foruKM-  une  fonclion  (^nlirre  Vi,(.r,y)  v(''i'iliaiil  deux 
(Vpia lions  de  la  forme 

('.,(./•  + «,j')-  (".,(_./■,_>-)  =  H(.r,>-), 
(1,  (.r,  r  +  h)  -  G,(x,  y)  =  K(.r,/), 

on  formera,  comme  nous  venons  de  le  faire,  une  fonclion  (T(.r,  vO  vé- 
riliaul  1rs  deux  relations 

(  '.  (x  +  I ,  y)  —  (  ;  (  ./•,  y)  =  1 1  {ax,  hy), 
C,{x, y  +•  i)  —  (> (x,  y)  =  K(ax,  hy), 

puis  l'on  pi'cndra 

5.  Pour  terminer  ce  ('lia[)itre,  nous  montrerons,  connue  nous 
l'avons  annoncé,  cjue  la  fonction  '■['«(,-)  ne  dilTère  du  |)olynùme  de  \\i'v- 
nouUi  9„(-)  f{ue  par  une  expression  entière  en  r'-"^"'  cl  r~-'^-''. 

Reprenons  l'expression^de '^„(r)  telle  (jue  nous  lavons  ('■crite  dans 
le  n°  5,  en  supposant  la  jiarlie  réelle  de  r  entre  0  el  1. 


u^) --- '■'-■'  /  "i.,.:.'^^-..:.  ^J,L,...  +  (-  •)" ,JLe^..,  '" 'I'- 
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Nous  (lisliii^ucroiis  deux  cas,  suivant  (juc  a  est  pair  ou  iiu[)air. 
I"  Suj)|)osons  (l'al)or(I  it  impair,  ii  =  2v  -I-  i  ;  nous  aurons  alors,  en 
itroduisanl  des  fondions  circulair'cs  à  la  place  des  exponenlicilcs 


'         ^  ^  ■'  .1       coiinr.U 


^-''^'  siii  ■?.T.Liill 


Il    COS27:;  — C0S2TTii 

ou  encore,    en    ajoulani   el    lelranclianl   l'unité    au   preniirr   rap|)(iil 


cos2/(7t; 
eos  9.  /(  -  U 


1  ■   -.         •/         ,,,   /^"cos'</(-;  —  cosa/i-//     sirr_>-('/     ,.,,,^,    , 

■h..,,^Az)  =  l(—  \)'  \      :-  .l"+'dl 

'  ■        ^    -^  ^  J^^         COS2  7:;  —  coilT. tl      coiinr.ti 

+  M-I)'/     -./r'^'df. 

^  ^    J^         COSÎ-Z  —  COSI  T.  Il 

l)"aulre  pari,  d'après  M.  IlerniiLc  [Jour/ial  de  Crclli',  t.  79  ),  le 
polynùnac  de  Bernoulli,  o^v+i^-))  est  donné  par  la  fornudr  suivanlc. 
où  la  partie  réelle  de  :;  est  supposée  comprise  entre  o  el  i , 

?2v+,  (-)  =  '(—  l)    /      ■■ -■ -■■ 

'  "'«  iin-ll  COS2T.Z  —  COSIT./l 

On  a  donc,  en  retranchant  les  deux  expressions  de  '•p.,;,,  (;)  et 
^av+iC-),  et  remarcpiant  cjue 

asin--/?  —  2  sin--:;  =  cosi-z  —  cosa-//, 

—  n  —  l)  r  -.-h-. -.\(-'*'(/L 

^  Jo      L  C0S2T^z  —  cos:i  T.  Il    co^''^nr.li  sui-/(J 

Cette  dernière  intégrale  est  évidenunent  u//  polynôtne  en  cos2- j, 
car  l'expression 


est  un  polynôme  en  cosa-;.  C'est  ce  (pie  nous  voulions  d('monlrer. 
2"  Supposons  maintenant  «  pair,  n  =  av.  Nous  aurons 

,1     /    \        -,  ,v  /'"  C0S3/J-3    e--'^--' —  cos 2 T.  ci   ,,^  ,, 

'  ^  ^    .'         C0i2 /l~tl    COSt-Z  — COS  9.T.tl  ' 
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COS  2  /î  7v  " 

ou,  encore,  en  ajoutant  et  retranchant  Funité  au  rapport f 


,          ,      ,              .,              s„     r      COS3  7«-irj  —  C0S2/iTÏ<<    e — ^•''  —  COSTIî/<    .,,.     ,. 
■L.,^(:.)=^l(—\)'l  : : /-'fU 

+  r(— t)M     -l-'iU. 

Ja       C0S2-3  —  COS  ■?■::;( 

D'autre  pari,  d'après  l'expression  du  polynôme  de  IJernoulli  0-,;{z) 
donnée  par  M.  Herniite  (Journal  de  Crellc,  t.  79),  on  a 


l-^'dt 


o.„,(.3)  =  (— i)''sin'3Tt:  / 

Calculons  la  diiîérence  '^^vC-^)  —  22-/(^)1  en  remarquant  ridcnlité 
i(c--'^--'  —  cos2r^(i)  —  sina-ir;  =  /(cos2tïc  —  cos'j-//), 
nous  aurons 

.,         sy  /*"  r cos 2 « -îT j  —  cos'imtti  e-2tJ'  —  coa^Ttti  I  ,.,.,    /, 

= '-(— i)   /       7^   T h  I    /-V//; 

J      L    C0S21U  —  cos27ï<«  cosimzti  I 

cette  dernière  intégrale  est  un  po(ynà/>/c  en  r'^""'  et  r?^'^",  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  que  nous  avions  en  vue. 


CHAIMTRK  11. 

KONCTION'S    PÉRIODIQUES     ll'uNE     VARIAr.I.E. 

6.  Soit  /(x)  une  fonction  analytique  d'une  varial)l('  se  conqioitanl 
en  tous  les  points  à  disfeance  finie  comme  une  fraction  rationnelle. 
Cette  fonction  peut,  d'après  les  résultats  trouvés  par  M.  Weierslrass, 
se  metti'e  sous  la  forme 


SUR  LES  FONCTIONS  PÉRIODIQUES  DE  DEUX  VARIABLES.      \  ~-J 

(n'i  les  fonctions  cp(^r)  et  ']'(-c)  sont  des  fonctions  entières  n'ayant  pas 
(Ir  zi'i'o-s  conununs.  Celte  forme  n'est  pas  unique,  car  on  [kmiI  ('•\i(lc'iii- 
iiiciil  iniilli|ili('r  le  numérateur  elle  dénominateur  par  une  niènir  foiu- 
lioii  ciilii'n'  n  ayant  pas  de  zéros,  c'est-à-dire  par  une  cxponcnlii'llf 
dont  l'exposant  est  une  fonction  entière  de  x. 

Sup])Osoiis  ((ue  la  fonction  /(x)  admette  une  période  w  :  on  iiiiia 
i(lrMli([iicni('nt 

'i(j-  -f-  lu)    fi-T) 

Cette  identité  montre  que  les  fonctions  entières  0(^-1-  m)  cl  o{.i) 
ont  les  mêmes  zéros;  leur  rapport,  qui  n'a  ni  zéros  ni  infinis,  csl  donc 
de  la  forme  e^^-^\  §{^^  désignant  une  fonction  entière,  et  l'on  a 

Soll  inaintenanl  //(./)  une  fonction  entière  de  .r  vérilianl  ridculilc 

// (  r  -I-  w)  —  li(x-)  =  g(x). 
Si  nous  posons 

'^,{x)=',{x)e-''^\ 

•j-,(,r)='K^) ''-''". 

la  fonction  /(x')  sera  le  quotient  des  deux  fonctions  '^\{x)  el'l/,(.t) 
n'ayant  pas  de  zéros  communs  et  vérifiant  les  deux  équations 

9,  (.i-  +  a>)  =  o,  (./;),  'I,  (.X-  +  co  )  =  ■!,(./•). 

Donc  une  fonction  uni,formef{x)^  sans  singukuilés  essentielles. 
qui  admet  la  période  w,  peut  toujours  être  mise  sous  la  jorinc  du 
quotient  de  deux  fonctions  entières  admettant  sépuréniml  la  pé- 
riode co. 

Snp|)osons  niaiiili'nanl  (pic  la  fonclion 
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iuliiK'lli'  iiiu'  sccoudo  périodo  co'.  On  auiii  ciicorc  1  kiciililé 

■i-,(.r  4-(o')  •i',  (.'■)' 

il"()ù  l'on  concliU.  comme  plus  liaiil, 

Oi(j:-  +  co')  •i'i(.''  +  tu'  ) 


'fil-i')  'l-ii-iJ 


C".^-^', 


i,',(.i-^  désignant  une  fonction  entière. 

(^omme  les  fonctions  tp,  (.c)  et  ']/,  (x)  admettent  la  piTiode  co.oii  doit 
avoir 

//  l'tanl  un  entier.  Cette  dernière  relation,  écrite  sous  la  forme 

2niT.  ,                ,               .     ■.         9.ni- 
g,  (  ,r  -+-  co  )  H —  (x  +  to)  =  g,  (.r)  H ^^p  .'•, 

montre  (|ue  la  fonction  entière 

admet  la  période  w  et  est,  par  conséquent,  développahle  par  la  fornude 
de  Fourier  en  une  série  de  la  forme 

/    \       2/11-  v"         — iir~ 

"Vous  pourrons  alors  déterminer  une  fonction  i-ntière  /i,  (./•  )  admet- 
tant la  période  o)  et  vérifiant  l'équation 

(i3;  /i,(x  +  co')-  h^(x)=^  g,(x')^  ^^■'^'  "~  "«■ 

En  effet,  cette  fonction  hf(x)  sera  de  la  forme 

'  ~^*  27171» 
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•  ■1,  en  (''ciixiiiil  (pri^llo  véi'iiic  la  relalion  (i  5),  ou  aura 

où  y  csl  la  (juaulilé  c  '"  .  Les  cocilicicnts  /\  souL  ainsi  déleruiiucs  tous 
à  r(v\c('|)liou  (le  A,,  ol  la  série  nblcnuo  pour  /<,('•)  est  couver<;-enlc 

|HMii-  Idiilcs  les  \ali'urs  (le  ./■,  eounuc  celle  (|ui  (l(''linit  .i;',  (./;)  +  - — -  x; 
cela  i(''siille  (le  ce  (uie  le  uiodule  de  r  reste,  i)Our  loules  les  \alenrs 

(Mili(''i'es  de  V.  autres  (|ue  ziM'o,  inférieur  à  une  limite  fixe.  Si,  jioiir  une 
\aleur  de  v  non  nulle,  ce  module  devenait  infini,  le  rapport  des  pé- 
riodes —  sei-ait  réel  cl  counuensurahle,  et  ces  deux  p('M-iodes  se  r(''(lui- 
lalenl  à  une  seule.  La  foucliou  //,(.')  ('-laul  (l(''termin(''e,  si  Ton  pose 

(l)(.r)  =?,(.<)''-''■'■'■', 

les  fonctions  tl>  et  ^' n'auront  pas  de  zéros  communs,  cl  la  t'oiiclion 
/"(./•)  sei'a  domnie  par  l'expression 

les  fonctions  entières  »1>  et  M'' admettant  la  période  co  el  vériliaul  les 
l'clallous 

<!>(./■  + w')=r~     '"     *""«I>(.r), 

(  VI'(^.  +  to')=r       '■>     """F(.r). 

Les  louctious  tl>  el  ^L  sont  (K'veloppaliles  par  la  rorinule  de  Fouriei' 
eu  scM'ies  de  la  foriue 

il.(.r)=    V   A.c^'.  »r(./;)=   2   l^"''"^'- 

ou  (h'Meriiiiuera  les  coeflicienls  A,,  el  iJ.,  eu  e\i)rimanl  (pie  ces  t'oiiclioiis 
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voriliciil   les  relations  (i/j).  Si  Ton  suppose,  comme  (riiabilude,  (|ue 

dans  le  rapport  —  le  coefficient  do  i  est  positif,  on  reconnaît  «pie  les 

séries  ainsi  obtenues  définissant  $  et  ^I^  ne  sont  convergentes  que  si  n 
est  positif.  Les  séries  ainsi  obtenues  pour  *î>  et  W  sont  composées, 
comme  il  est  bien  connu,  à  l'aide  de  fonctions  0. 

On  trouve  de  cette  façon,  a  priori  et  en  parlant  de  la  seule  notion 
de  la  double  périodicité,  l'expression  des  fonctions  doublement  pério- 
diques par  des  cpiotienls  de  fonctions  0. 

On  pourra  montrer  de  même  qu'une  fonction /(.r)  sans  singula- 
rités essentielles  vérifiant  des  relations  de  la  forme 

/(..,;  +  t0')=f''.'^'/(.C), 

où  l(x)  et  /,  (x)  sont  des  fonctions  entières,  est  égale  au  produit  d'uue 
exponentielle  de  la  forme  e'^''"' j:)ar  un  quotient  de  fonctions  0  ('):  ce 
résultat  conduit,  en  particulier,  à  l'expression  des  fonctions  double- 
ment p(''riodiques  de  seconde  et  troisième  espèce. 


CHAPITRE  III. 

FONCTIONS     PÉRIODIQUES    DE    DEl'X    VARIABLES. 

7.  Dans  le  Chapitre  précédent  nous  avons  montré,  par  une  mé- 
thode directe,  que  toutes  les  fonctions  doublement  périodiques,  sans 
singularités  essentielles,  peuvent  être  exprimées  par  un  quotient  de 
fonctions  0.  Le  but  principal  cjne  nous  poursuivons  maintenant  est  de 
montrer,  par  une  méthode  analogue,  que  toute  fonction  cpiadruple- 


(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Guichard  (Annales  de  r  École  Normale,  no- 
vembre 1887),  où  se  Irouvenl  traitées,  à  ud  tout  autre  point  de  vue,  de  nom- 
breuses questions  de  ce  genre. 
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ment  périodique  de  deux  variables,  sans  singularités  essentielles  à  dis- 
tance finie,  peut  être  exprimée  à  l'aide  des  fonctions©  de  deux  va- 
riables. 

Nous  commencerons  par  rappeler  quelques  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  uniformes  de  deux  variables,  en  complétant,  par  une 
remarque,  un  beau  théorème  de  M.  Poincaré. 

8.  D'après  un  théorème  de  M.  Poincaré  (Acfa  niathcmatica,  t.  II), 
une  fonction  analytique  uniforme  /(.r,j')  de  deux  variables  ./•  et  j^,  se 
comportant  comme  une  fraction  rationnelle  en  tous  les  points  à  dis- 
tance finie,  peut  s'écrire  sous  la  forme 

les  fonctions  çi(.x-,jK)  et  '^{-l'^y)  étant  entières,  et  ne  s'annulant  simul- 
tanément qu'aux  points  où  la  fonction  f(x,y)  est  indéterminée.  Pré- 
cisons ce  dernier  point  en  nous  reportant  au  Mémoire  de  M.  Weier- 
strass  :  Einigc  auf  die  Théorie  der  analytischen  Functioncii 
mclij-erer  \  erânderlichen  sich  beziehende  Sàtze,  dont  l'exposition 
détaillée  a  fait  le  sujet  de  la  Thèse  de  doctorat  de  M.  Daiilhevilie 
(Paris,  i885).  Soit 

X  ^  .r„ ,  y  =  y  g 

un  point  où  les  deux  fonctions  cp  et  '^  s'annulent.  Faisons,  comme  à  la 
page  25  de  la  Thèse  de  M.  Dautheville,  le  changement  de  variables 

X  —  x„=  c,,x\-hc,.,y,,         y  —yo=c„,x,-hC22y,, 

le  déterminant  des  constantes  c,< 

étant  différent  de  zéro  et  les  deux  séries  o  et  '^  ne  s'annulant  pas  iden- 
tiquement (quel  que  soit  x,)  pour  y,  =  o.  Alors  on  peut  déterminer 
un  domaine  o  du  point  x,  =  o,  y,  =  o,  dans  lequel  on  a 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  VII.  —  Fasc.  II    1891.  24 


I.Sï  r.    APPELL. 

Oo  et  'j/„  désignant  des  séries  qui  ne  s'annulent  pas  dans  le  domaine  o, 
P  et  Q  des  polynômes  en  x, , 

()  =  .i:'';  +  Q,,^';-'  +  ...+  o,, 

dont  les  coefficients  P,,  ...,  l^^,  Q,,  ...,  Qv  sont  des  séries  enlières 
en  y,  dépourvues  de  termes  constants.  On  peut  toujou/:s  supposer  le 
domaine  S  assez  petit  pour  que  ces  deux  polynômes  ne  puissent 
s'annuler  simultanément  dans  ce  domaine  que  pour  x,  ^ y,  ^  o. 

En  effet,  formons  le  résultant  de  ces  deux  polynômes  :  ce  sera  une 
série  entière  eny\  dépourvue  de  terme  constant.  Si  ce  résultant  n'est 
pas  identiquement  nul,  on  pourra  prendre  S  assez  petit  pour  que, 
dans  le  domaine  S,  il  ne  s'annule  que  pour  y,  =  o;  ce  qui  démontre  la 
proposition.  Si  ce  résultant  était  identiquement  nul,  quelle  que  soit  la 
valeur  attribuée  à  y^  dans  le  domaine  S,  les  deux  polynômes  P  et  Q 
en  a'i  admettraient  un  diviseur  commun  D  de  la  même  forme  (ju'enx, 

P  ^  DP',         Q  =  DQ', 

et  l'on  pourrait  trouver  dans  le  domaine  S  des  valeurs  de  x^  eiy^  an- 
nulant D  sans  annuler  simultanément  P'  et  Q';  on  aurait  ainsi  des  sys- 
tèmes de  valeurs  annulant  (p  et  '\i  sans  que,  pour  ces  valeurs,  le  rapport 

1  P?o   P'fo 

soit  indélei-minc ;  ce  c[ui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  sur  les  deux 
fonctions  enlières  «p  et  ^[i. 

Cela  posé,  admettons  que  la  fonction  /(x,y)  ait  été  mise  d'une 
autre  façon  sous  la  forme 

ç,  et  'j-,  étant  également  des  fonctions  entières.  On  aura  l'identité 
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Nous  allons  montrer  que  le  rapport 

06)  ?4^ 

'  o(a-,r) 

est  une  fonction  régulière  en  tous  les  points  à  distance  finie ,  c'est- 
à-dire  une  fonction  entière  G{x,y).  De  sorte  que  l'identité  (i5)  en- 
traîne 

Les  seuls  points  où  le  rapport  (i6)  —  peut'  cesser  d'être  réguliei' 

sont  les  points  où  o(a7,y)  s'annule.  Soit  x^,y,)  un  de  ces  points;  deux 
cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  i|;(a7,j>')  s'annule  ou  non  au  point 

•h, y»  ■■ 

1°  La  fonction'}(x,  j^)  ne  s'annule  pas  au  point  .ro,^o;  alors,  comme 
l'identité  (i5)  donne 

?i(-y..y)  _  'l'i(-^'.7) 

et  que  le  second  rapport  est  régulier  au  point  x^^y^,  il  en  est  de  même 
du  premier. 

2"  La  fonction  '\i{x,  y)  s'annule  aussi  au  point  x„,ya.  Alors  ç,  {x^y) 
s'annule  également  en  ce  point,  car,  si  cette  fonction  n'était  pas  nulle, 
le  premier  terme  de  l'identité  (i5)  aurait  au  point  x^^y^  une  valeur 
déterminée,  finie  ou  infinie,  et  le  second  terme  serait  indéterminé  au 
même  point;  ce  qui  est  impossible. 

Les  trois  fonctions 

?(-^'.>'')'   'K-*"'j)'    ?«(-*"'r) 

s'annulant  au  même  point  j^oj^o?  faisons,  comme  plus  haut, 

X  —  x^=c^^x^-h  c^,y, ,         y  —y^  =  c.,,  x,  +  c.,.y, , 

le  déterminant  des  constantes  c,*  n'étant  pas  nul,  et  ces  constantes 
étant  choisies  de  telle  façon  que  les  trois  fonctions  ne  s'annulent  pas 
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idenliquenienl  pour/,  =  o,  quel  que  soit  ic,.  On  a  alors,  dans  un  cer- 
laiii  domaine  o  du  point  .r,  =  o,  j',  =  o, 

Ou,  '|o  et  cpi  „  désignant  des  séries  qui  ne  s'annulent  pas  dans  le  domaine 
0,  P,  Q,  R  des  polynômes  en  .r,, 

Q  =  ,i'';  +  Q,.r;-'  +...+  (),„ 

K  =^'P  +  R,x?-'  +...+  Rp. 

dont  les  coefficients  sont  des  séries  entières  en  j^,  dépourvues  de 
termes  constants.  Si  Ton  remplace  (f(x,y),  ']/(x,y)  et  cp,(./;-, y)  par 
ces  expressions  dans  l'identité  (i  ^) 

?i(-r,.r)  _  -f(j:-.,v) 
4/,(a.-,r)        'i(j-,v)' 

on  a  une  relation  qu'on  peut  écrire 

Le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  régulière  dans 
le  domaine  o,  puiscjue  les  séries  cp,,,  et 'j^p  ne  s'annulent  pas  dans  ce 
domaine  :  le  premier  membre  est  donc  aussi  une  fonction  régulière 
dans  ce  domaine.  Il  en  résulte  que  le  polynôme  R  doit  être  divisible 
par  P.  En  effet,  donnons  à  j^,  une  valeur  non  nulle  assez  petite  pour 
(pie  les  p  racines  du  polynôme  P  soient  dans  le  domaine  S;  si  o  est  assez 
petit,  aucune  de  ces  racines  ne  peut  annuler  Q,  comme  nous  l'avons 
vu,  elles  annulent  donc  toutes  R  :  car,  autrement,  en  faisant  x,  égal  à 
une  de  ces  racines,  on  rendrait  le  premier  membre  infini,  le  second 
restant  fini  dans  l'identité  (17).  Donc,  quelle  que  soit  la  valeur  attri- 
i)uée  ày,,  pourvu  que  son  module  soit  inférieur  à  une  certaine  limite, 
les  UL  racines  du  polynôme  P  annulent  R.  Le  polynôme  R  est  donc  di- 
visible par  P,  et  Ion  a 

R  ^  PR', 
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II'  clant  un  polynôme  de  la  même  forme  que  R.  Le  rapport 

?i(-y..V)  _  R?i,o  _  j|,  'fu^ 
?(-».7)  P90    ~         'fo 

se  comporte  donc  régulièrement  dans  le  domaine  5  et,  en  partictilicr. 
au  point  a'o.j  „. 

C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

î).  Soit  /{-''.y)  une  fonction  uniforme  de  x  et  j'  se  com|KMlaiil  à 
distance  finie  comme  une  fraction  rationnelle.  Cette  fonction  prui 
s'écrire  sous  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  entières  o(./,  )i 
efj/(.i;,7) 

■'(.r,  r) 


f{-'-^y)= 


'M-'-.j) 


les  fonctions  cp  et  'j»  ne  s'annulant  simultanément  qu'aux  points  où  hi 
fonction  est  réellement  indéterminée.  Ce  mode  de  représentation  uCsl 
pas  unique;  on  en  obtient  évidemment  une  infinité  d'autres  possédant 
les  mêmes  propriétés  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominalctii 
de  y( ./■,>')  par  une  même  fonction  entière  iiayantpasdezdros,  c'est- 
à-dire  par  une  exponentielle  dont  l'exposant  est  une  fonction  entière. 
Supposons  que  la  fonction  /(.r:,y)  admette  un  groupe  de  périodes 
(a,  h),  c'csl-à-dii'e  que 

/(x+a,y-hb)  =  /(j:,y). 

On  aura  Tidentilé 

/  .  u  \  -f  (,r-t-f<,  y  -+-  b)  _  o{j:,  y)  _ 

La  fonction  /'(  .'■,>')  est  ainsi  mise  sous  la  forme  du  (pi(iti<'iil  di'  dcii\ 
nouvelles  fonctions  entières 

9  (  ./■  -+-  rt,  y  -f-  h)  et  ■\/(x  -F-  «,  y  -h  h  ). 

On  aiu'a  donc,  en  vertu  de  la  remarque  que  nous  avons  faite  (laM> 
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le  numéro  précédent, 

^{x  +  a,  y  -h  b)=  G(x,  y)  <f(x,y), 
■\>(x  -¥-a,y-hb)=G(x,y)^(x,y), 

Ci(x,  y)  désignant  une  fonction  entière. 

Si  dans  l'identité  (i8)  nous  faisons  pour  un  instant 

x  =  x'—a,         y=y'-b, 
elle  devient 

o{x',  y')  f{x' —  a,  y' —  b) 

ii(a;',Y')        '^(x' — a^y — b) 

ce  qui  montre  que  le  rapport 

tf (.r'— a,  >■' — b)  tp(j",  r)  __  I 


ç(.r',j')  If  {x  -h  a,  y  -h  b)         G(a-,  r) 

est  une  fonction  entière.  La  fonction  G(x,  y)  est  donc  telle  que  son 
inverse  est  aussi  une  fonction  entière,  d'où  l'on  conclut  que  G(.r,  y) 
l'st  de  la  forme 

G(x,  y)=  e^^'^'^'', 

où  g{x^y)  est  une  fonction  entière. 

En  résumé,  si  la  fonction  /(.r,  y)  admet  un  groupe  de  périodes 
(«,  />),  on  a 

.      .  o(^+«,j  +  6)  ^  ^(.r  + «,,)•  + 6)  ^      (^_,.) 

^  '^-^  f(^,y)  'X-^o') 

10.  Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  fonction /(x-,  y)  ait  dcuv 
groupes  de  périodes  que  nous  pouvons  toujours,  pour  simplifier,  ra- 
mener à  être  (2-/,  o),  (o,  271/), 

/■(x-  -t-  27i/,  y)=f(x,  y),         f(x,y  +  ■2T.i)=f(.i-,y). 
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Nous  aurons 

?(■'',  7)  ■'A-r,y)  ' 

<i{j-,  r  +  'JTzi)  _  '>(.r,,y +  ■3-0  __  ^^(^^^., 

A'  (x',  /)  et  /<(./;,  y)  désignant  des  fonctions  entières. 

Si,  dans  la  première  des  relations  (20),  on  change  y  en  y  -+-  -i-izi  l'i 
si  Ton  tient  compte  de  la  deuxième,  il  vient 

e(.r  +  2TTt,  J  +  2TT/)  ^  p„"(x,r+2«/)+A(x,:). 
?('?■,  r)  "  ■ 

de  même,  en  changeant,  dans  la  seconde,  x  en  x  -\-  2-i  et  vu  Icriiiiii 
compte  de  la  première,  on  a 

Donc 

g{x,  y  +2-0-1-  h{x,  y)  =  g (x,  y)  +  h(x  +  2- /,  y)  -  i //^-. 

où  «  est  un  nombre  entier;  nous  écrirons  celte  formule  de  la  façon 
suivante 


(.r) 


g(x,y  +  2Tzi)-g{x,y) 

=  h(x  -h  271/',  y)  —  «(ic  +  2Tr/)  —  h(x,  y)  -+-  iix. 


Cela  posé,  formons,  par  la  méthode  indiquée  au  n"  4,  une  fonclior 
entière  X(j7,y),  vérifiant  les  deux  relations 

\{x-^  ir.i,  y)  -  \{x,  y)  =  g(x,  y), 
X(x,  j  +  27if)—  X(x,  y)  =  h(x,  y)—nx. 

compatibles  en  vertu  de  la  relation  (21);  et  soient 
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lin  aura  une  nouvelle  expression  de  la  fonction /(./■,  )), 

où  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  s'annulent  simultanément 
<(u"aux  points  où  la  fonction  est  indéterminée,  et  vérifient  les  deux  re- 
ialigns 

I  Çp,(a?-+-2T:/,j-)  =  3i,(./-,7), 

I  o,  (x,  y  4-  ■?-/)  =  c"''  o,  (a-,  r), 
j  '|,  {X  +  2t/,  r)  =  '1,  (,r,  j), 


(>2) 


Nous  avons  vu  qu'une  fonction  d'une  variable,  sans  singularités 
essentielles,  avec  une  période,  peut  toujours  s'écrire  sous  forme  du 
quotient  de  deux  fonctions  entières,  sans  zéros  communs,  admettant 
séparément  la  même  période.  Pour  la  fonction /(:r,  y')  de  deux  varia- 
bles avec  deux  groupes  de  périodes,  nous  venons  d'obtenir  un  résultat 
différent.  Cette  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  quotient  de 
deux  fonctions  entières  cp,  etij;,,  ne  s'annulant  simultanément  qu'aux 
points  d'indétermination  et  vérifiant  les  équations  (22),  c'est-à-dire 
n'admettant  pas  séparément  les  deux  groupes  de  périodes  de  /(a;,  y). 
On  pourrait  néanmoins  mettre  la  fonction  /(j;-,  jy)  sous  forme  du 
quotient  de  deux  fonctions  entières  admettant  séparément  les  deux 
groupes  de  périodes  ;  mais  cette  nouvelle  expression  ne  serait  pas  irré- 
ductible, en  ce  sens  que  son  numérateur  et  son  dénominateur  seraient 
égaux  à  o,  (r,  y')  et  '\^  (x,  y)  multipliés  par  une  même  fonction  entière 
s'annulant  nécessairement.  C'est  ce  que  nous  montrerons  dans  un  pa- 
ragraphe particulier  (n"  17). 

11.  Imaginons  maintenant  que  la  fonction /(.f,  j')  admette  deux 
autres  groupes  de  périodes 


(a,  p),      (>',  [3'), 
/(.r  +  a',  j  +  |3' )=/(./•,  7). 


c'est-à-dire  que 
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On  aura  les  deux  identités 

yi(j7-t-a,  V  +  p)  _  tpi(.r,  j) 
tl,(x-|-a,  j+  P)  i,(x,j)' 

<î/,(a!-ha',  j  +  p')  <]>,(.r,j)' 

d'où  l'on  conclut,  comme  nous  l'avons  montré  au  n°  9,  pour  une  paire 
de  périodes  quelconque, 

j  çi(.r4-a',  r+y)  ^  ■j'i(a--  +  a',  J+jB')  ^  gA,(:r,r) 

'       .?i(-^.  y)  ']'i(.2^,  j)  '  '  ' 

^'i  et  //,  désignant  des  fonctions  entières.  La  comparaison  des  rela- 
tions (28)  et  (22)  va  nous  donner  immédiatement  des  propriétés  im- 
portantes de  ces  fonctions  »•,  (a;,  y)  et  A|(.r,  y).  Comme  les  fonctions 
9,  et  i{/,  admettent,  par  rapport  à  x,  la  période  2:1:/,  la  première  des 
relations  (23)  montre  que  l'on  a 

a  désignant  un  nombre  entier.  Dans  la  première  des  relations  (28) 
changeons  y  eny  -\-  i~i  et  rappelons-nous  que 

?.  (-ï^,  r  +  21:  i)  =  e"-^  9,  (x,  y), 
!p,(a;-l-a,7-i-  j3  -I-  2^/)  =  ^''"'■'"°'?)  ("P  +  «)7  +  1^)» 

nous  aurons 

d'où 

^,(x-,  j+  2iTi:)  =  ^,(a;,  j)-hA«a-f-  2Z//7:, 

6  désignant  un  entier.  Les  deux  formules  ainsi  obtenues  montrent  que 
la  fonction 

(24)  g<(^,y)-"-^-f'y-^_y 
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admet  la  période  iït:  par  rapport  à  a?  et  aussi  par  rapport  ày.  Elle  est 
donc,  par  la  formule  de  Fourier,  développable  en  luie  double  sêri(^ 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  e^  et  e^, 

g,{x,  y)-ax-  hy  _  iil  j=    y   A,,,e'--", 

p  Gi  q  désignant  des  entiers  prenant  toutes  les  valeurs  de  —  ce  à  -\-  ^.. 
('ettc  formule  donne 

(25)  o.  (.,., y)  =  ax  +  hy  +  -J^ j  +   2   A.,v '''''^'' ■ 

Imi  partant  de  la  seconde  des  relations  (2.?)  on  trouvera  de  même 

(2G)  /..(x-,j^)  =  a'x  +  Z.>-f-Al+    2    B„,e''-^^ 

o'  et  //  désignant  des  entiers. 

iMifin  la  comparaison  des  deux  relations  (23)  va  nous  fournir  une 
dernière  équation  liant  les  fonctions  if,  et  /<,.  Ecrivons  les  rela- 
tions (23) 

dans  la  première  changeons  x  q.\.  x  -\-  a',/  en/  4-  '^'  et  tenons  compte 
(le  la  deuxième;  nous  aurons 

puis  changeons  dans  la  -deuxième  .r  en  a;  -t-  a,  y  cnjK  -+-  1^  cl  tenons 
compte  de  la  première;  nous  aurons  de  même 
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On  on  conclut  que  les  deux  exponentielles  formant  les  seconds 
iiKMuhres  sont  égales,  c'est-à-dire 

.-,  (^.i-  +  a',  J-  +  p')  +  h,(.i;  j-)=  g-.  (■i',}-)+h,{.v  -h  a,  y  -f-  jB)4-  2  N  /-, 

N  étant  un  entier. 

Ecrivons  cette  relation  sous  la  forme 

(  2_x       (  5-.  (-^  +  «'»  j  +  ?')— S',  (^^y) 

I       = //,(.r -}- a,y-i--j3,)— A,(a;,  j)-|- 2N/-, 

et  remplaçons-y  g,(x,y)  et  h,(x,  y)  par  les  développements  en 
séries  (2j)  et  (26)  obtenus  précédemment.  Nous  aurons,  en  égalant 
les  coefficients  de  t?^^-*-?^  dans  les  deux  membres  de  la  relation  (27), 

(28)  A^, (<?"«■■*-??'-  i)  =  B^,,(e''«^P-  i), 

tant  que p  et  q  ne  sont  pas  nuls  tous  deux.  Puis,  en  égalant  les  termes 
indépendants  de  e^  et  e'  dans  les  deux  membres  de  la  relation  (27) 

(29)  av.'  -h  6^'-f-  '—-.  =a'  C/.  +  6'j3  4-  ^^  -f-  2Ni-. 

On  arrive  ainsi  à  une  relation  entre  les  périodes  qui  est  des  plus 
dignes  d'attention.  Elle  permet,  en  effet,  de  montrer  que,  par  une  trans- 
formation convenable,  on  peut  ramener  les  quatre  paires  de  périodes  à 
la  fornxe  normale  (2-/,  o),  (o,  2-«),  (A,  B),  (A',  B')  avec  la  condition 

B  =  A'. 

Mais  il  faut  que  nous  nous  assurions  d'abord  de  ce  fait  que  les  coef- 
ficients 

«,     a',     b,     h',     n,     N 

ne  sont  pas  tous  nuls;  c'est  ce  qui  résultera  des  développements  sui- 
vants. 

12.   Déterminons  une  fonction  entière  A(j;-,  j')  par  les  conditions 
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suivantes  :  cette  fonction  doit  admettre  la  période  lir^  par  rapport  à  x 
et  ky  séparément;  elle  doit  de  plus  vérifier  les  deux  relations  compa- 
lil)Ies 

/  X(,r  +  a,  j  +  ^)-}v(a-,/) 

=  g^  (j;  y)  -ax-by~^_y-  A„,„  =  ^\,„  e"^-^'»  , 
(3o)       / 

=  A.  {x,y)  -  a'x-  b'y  -  ^  J  -  Bo,„  =  ^  B,,,  ./'•••-^■>, 

le  signe  V  signifiant  que  la  sommation  est  étendue  aux  valeurs  en- 
tières de  p  et  5',  de  —  ac  à  +  oc,  la  combinaison  p  =  q  :=  o  étant 
exceptée. 

La  fonction  X(.r,  y)  devant  admettre  la  période  2/7:,  par  rapport 
kx  el  ky,  est  donnée  par  une  série  de  la  forme 

Mx,y)=^Cp,,cP-^''y. 

En  écrivant  que  cette  fonction  vérifie  les  relations  (3o),  on  déter- 
mine tous  les  coefficients  C^.^,  sauf  G„_„,  par  les  formules 

(3i)  c^^-  __-V,^-_ÎV^ 


qui  sont  compatibles  en  vertu  de  la  relation  (28)  établie  précédem- 
ment, 

(28)  A^.,(c''»'-*P'-  i)  =  B^,,(e''«-?P-  i). 

Il  nous  reste  à  démontrer  qu'en  prenant  ces  valeurs  (3i)  pour  les 
coefficients  C^^^,  autres  que  C„  „,  la  série  qui  définit  'h{x,  y)  est  con- 
i'ergente  quels  que  soient  x  ely. 

La  démonstration  repose  sur  les  deux  faits  suivants  qui  sont  connus 
et  sur  lesquels  nous  reviendrons  plus  loin  (n"  14). 

1"  Les  quantités 
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ne  peuvent  pas  s'annuler  pour  des  valeurs  de  p  et  q,  non  nulles  toutes 
deux,  car  autrement  il  y  aurait  nkluclion  dans  les  périodes. 

■1°  Quelque  petit  que  soit  un  nombre  positif  £,  il  existe  une  inlinilé 
(le  nombres  p  et  g  tels  que 

mais  on  peut  prendre  t  assez  petit  pour  qu'en  même  temps 

En  d'autres  termes,  il  est  impossible  que,  quelque  petit  que  soit  un 
nombre  positif,  il  existe  des  entiers  p  et  g  rendant  en  même  temps  les 
modules  de 

moindres  que  ce  nombre. 

Cela  posé,  le  nombre  z  étant  choisi,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
partageons  la  série  qui  donne  X(a7,  y)  en  deux  parties, 

A  (.r,  7)  =  C„,„  +  2 ,  ^^P'i  '""""'"  +  2 ,  ^p<i  "'"^'^ 

la  première  partie  ^    comprenant  les  termes  qui  correspondeni  aux 
valeurs  à&  p  et  g  pour  lesquelles 

jt-P^+îP—  l|>£, 

la  deuxième  V    comprenant  les  termes  dans  lesquels 

I  c/'«+îP  —  I  I  ^  £, 
Cl,  par  suite, 

|t./'«'+#'_   l|>£. 

La  première  partie  V    est  convergente;  car,  d'après  la  valeur 

A 
^P,1   —    e„IJ.+q^_  ,   ' 
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le  inodule  d'un  terme  de  \]    est  moindre  que 

cVst-à-dire  moindre  que  le  module  d'un  terme  de  la  série  aljsolumenl 
convergente 

La  deuxième  partie  V    est  également  convergente;  car,  d'après  la 
valeur 

^P-l        ei-'^'+i?'  —  I  ' 
le  module  d'un  terme  de  "V    est  moindre  que 

£  I  "p,q^  \  ■> 

c'est-à-dire  moindre  cjue  le  module  d'un  terme  de  la  série  absolument 
convergente 

15,   La  fonction  entière  X(.r,y)  étant  ainsi  déterminée,  posons 


f^-'-^^J        ^,{a^,j)         V(x,>')' 


où  les  fondions  entières  $(.r,  j')  qIW(x,  y)  ne  s'annulent  siniullan('-- 
ment  qu'aux  points  d'indétermination,  et  vérifient  les  relations  sui- 
vantes, cpii  sont  une  conséquence  immédiate  des  relations  (22)  et  (23) 
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(\no  vérifient  ç,  et  'j»,  et  des  relations  (3o)  que  vérifie  X(a;,/), 

*(  j; -H  2t:!,  >•)    V(.r  +  2Tr«,  j) 

I    »(j;,  r  +  2TCt)    _    V(.r,y  H-  a-rct)    „^ 

(32)  ' 

[    'i>(x  +  g,7-h   ^)    _    'r(.r  +  g,    >•   +  3)    _       n:i-  +  l,y+^y  +  ,- 

1>(.r+a',j  +  3')  ^  't-(x+a',j4-^')  ^     «■•-^''•'■+ ^  >•  +  '■■ 

OÙ  c  cl  c'  désignent  les  constantes  Ao_o  et  Bo,o.  On  voit  maintenant 
avec  facilité  que  ces  fonctions  entières  «D  et  W  peuvent  s'exprimer  à 
l'aide  des  fonctions  0. 

Commençons  par  montrer,  comme  nous  l'avons  déjà  annoncé,  que 
les  entiers 

a,     b,     a',     h',     n 

ne  peuvent  pas  être  tous  nuls.  Nous  allons  montrer  que  les  nombres  a, 
h,  n  ne  peuvent  pas  être  nuls  en  même  temps.  Si  ces  trois  nombres 
étaient  nuls,  la  fonction  <I>(x,y)  serait  une  fonction  entière  admettant 
les  groupes  de  périodes  (2-«,  o),  (o,  -2.-1)  et  se  reproduisant  multi- 
pliée par  une  constante  quand  on  ajoute  à  a;  et  à  j^  le  groupe  de  pé- 
riodes (a,  j3).  Or  une  telle  fonction  se  réduit  à  une  fonction  exponen- 
tielle. En  effet,  on  aura  d'abord 


l'.'i  =-  « 
puis,  exprimant  que  celle  fonction  vérifie  l'équation 

«I>(x-  +  a,  7  +  ^)  =  c^*  (.r,  y), 
on  trouve 

Donc,  tous  les  coefficients  a^^^  sont  nuls,  à  moins  qu'il  n'existe  ui 
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système  de  valeurs  de  p  et  ^, 

^  =  P,  9  =  0, 

(elles  que 

Le  coefficient  Gp  q  est  alors  arbitraire.  Mais  ce  fait  peut  se  présenter 
au  plus  pour  un  système  de  valeurs  de  p  et  q,  car,  si  Ton  avait  aussi 

on  en  conclurait 

(P  — />)a  -+-(Q  — y)|3  =  ikTzi  (A- entier), 

et  il  y  aurait  réduction  dans  les  périodes  (n"  14).  La  fonction  <lJ  se  ré- 
duit donc  à  un  seul  terme 

*(x-,j)=Ae-^-«- 
on  trouve  de  même 

et,  par  suite,  la  fonction /(j;,  y)  serait  constante. 
Revenons  donc  aux  relations  (82), 

[  $(x+  -r.i,y)    =(D(x,j), 
^  ^{x,y  +  i~i)    =r''-$(.r,_>'), 

(32)  '  ,  „.,.+,,,  +  -^  ,+.■ 

'  $(^.+  a,j+13)  =  .'        ■    -''      $(^-,j), 

$(A-  +  a',j  +  ^')  =  /"""''''"^''"''#(x,j'), 

où  «,  a,  A,  a',  //  sont  des  entiers,  les  périodes  étant  liées  par  la  rela- 
tion (29), 

(20)  «a  +  i;3  H c.  =  rt  a  +  y  3  H ^  -h  aNjT. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  l'entier  n  est  nul  ou  non, 
et  nous  montrerons  que  le  second  cas  se  ramène  au  premier. 
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Pi-cniiri-  ras  n  =  o.  —  La  fonction  <I>  admet  alors  les  paires  de  [x'-- 
liodes  (2-/,  0)  et  (o,  2-/).  Les  entiers  a  et  h  ne  sont  pas  nuls  tons 
deux,  ni  les  entiers  a'  et  //,  comme  nons  venons  de  le  voir.  Soit  0  le 
déterminant 

0  =  ab'  —  ha' . 

Il  résulte  des  relations  (32)  que  Ion  a 

<ï)(.r  -I-  a'a  —  aa',  j  +  a'3  —  «[i')  =  (■'-'^■"^'tl>(x,  j), 

c  et  î'  désignant  des  constantes.  Ces  relations  montrent  que  0  ne  [leul 
pas  être  nul;  car,  autrement,  $(x-,  jk)  serait  une  fonction  entière  ad- 
mettant les  groupes  de  périodes  (271/,  o\  (o,  2-/)  et  se  reproduisant 
multipliée  par  une  constante  quand  on  ajoute  à  j"  et  v  le  irrou[)e  de 
périodes 

distinct  des  deux  premiers,  ce  qui  est  impossible,  comme  nous  l'avons 
vu  ci-dessus  (p.  i<)5).  Le  déterminant  0  n'étant  pas  nul,  prenons  pour 
nouvelles  périodes  les  quantités 

A  =  by:  -  //a,  B  =  b'^  —  //  [i. 

A'=  a'a  —  a  a'  -1-  2i\?'-,  B'=  a'[i  —  afi , 

qui  sont  distinctes  comme  les  périodes  primitives,  et  nous  aurons 

$(.r  -h  2û/,  j)  =  $(.r,  j), 
$(a?,j  +  2-/)  =  $(.r,  j), 
$(.r  +  A,  y  +  B)  =  (r^"^^"-  <^{x,  /), 
$(.r  -t-  A',  jK  +  B')  =  e-«^+^'*(.r,7); 

la  relation  (29)  donnera,  en  outre, 

B  =  A', 

ce  qui  montre  que  la  fonction  <I>  s'exprime  à  l'aide  des  fondions  t). 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  lome  VII.  —  Fasc.  Il,  iSyi.  20 
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Dciixièiiic  ccis,  Il  dllfi'rciit  de  zéro.  —  On  ramène  ce  cas  au  préc(^- 
(liMit  de  la  façon  suivante.  Les  trois  premières  relations  (32)  donnent 

<I)(x-H-2-/,_)-)  =  $(x-,7), 
<P(x,  r  -+-  27:/)  =  e"-^^{r,y), 

<I>(x-  +  a,  r  +  3)  =  e""'^'^"'"^'^"^'  $(x-,7). 
Donc,  puis(|ue  «,  a,  /^  sont  des  entiers, 

<I>(j;  +  //  a  -1-  2 Z^-  /,  /  +  /^  [3  —  2 a- /)  =  e'^^'*  $(a;,  /), 
où  /  et  />■  désignent  deux  constantes  dont  la  première  a  pour  valeur 

/  =  bn  H r-  ■ 

2  ir. 

On  trouve  de  même 

O (x  -+-  /ix'-^  1  h' Tc  /■ ,  y  +  /?  p'  —  2 a'u  /)  =  e''^"^*'<I> (x,  /), 
où 

/'  =  b'  n  -\- 


II- a 

lin 


Nous   pouvons  dire  que  la  fonction /(^c,  7^,  qui  admet  les  quatre 
groupes  de  périodes 

(■271:2,  o),     (o,  27îi),     (a,  Ji),      (a,  !i'), 

admet  aussi  les  groupes  de  périodes 

(■37:/,  o),      (o,  27ri),      (a,,^,),      (a.;,^;  ), 
en  posant 

a ,  ^  /<  a  -f-  2  Z>  71  /',  p ,  =  //  ^  —  2  a  71  /, 

a'i  =  na' -\-  ib'izi,  p',  =  //ji'—  ia'~i. 

Ces  nouvelles  paires  de  périodes  sont  indépendantes  comme  les  pre- 
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mièrcs.  Les  relations  (32)  doviennenl  alors 

<ï»(.r+2-/,j')  =  *(-^-,r), 
i)(x,y  -h  2-/)  =  c"-'iV(x-,y), 
$(x  +  a,,  y  +  fl,)  =  t-'>-^''*f>(x,  y), 
$ (x  -+-  a[ ,y-h'^\)  =  e''-'-*-*' $ (.r, y) 

et  la  relation  (29)  entre  les  périodes  devient,  si  Ton  y  remplace  a,  j3, 
a',  P'  par  leurs  expressions  en  fonction  de  a, ,  {3, ,  a', ,  p', , 

«a  =  a,  —  2l>~i,  //a'^  a,  —  ib'-i, 

«Ji  =  [i,  +  2f/-/,  «jîl'=  Ji'  +  2fl'7:?. 

l33)  ^.(?.a',-a,p;)=2Mz-T:, 

M  désignant  un  entier. 

Il  est  é'sddent  que  la  période  p,  n'est  pas  nulle,  car,  si  Ton  avait 
P,  ^  o,  il  y  aurait  réduction  pour  les  périodes  :  la  fonction  /(-r.  y) 
serait  doublement  périodique  par  rapport  à  x  seul.  Si  nous  posons 

*,(x,7)  =  e'^-i^-'$(.x-,j)- 

nous  pourrons  déterminer  les  constantes  À  et  ix  de  façon  ipie  <I>,  (r,  y) 
admette  le  groupe  de  périodes  a,,  p,.  Nous  aurons 

/     n     y.f 

puisque 

I  =  On  H —  =  —:^  ■ 

11-         21T. 

hd  fonction  $,  vérifie  alors  les  relations  suivantes 

<I>,  (x  +  2- /,  y)  =:  «I>,  (x,  y), 

$.  (a-,  y  +  2-/}  =  e"--^-''^-'-.*!»,  (x,  y), 

(I>,  (x  +  a, ,  r  4-  fi,  )  =  $,  (x,  y), 

q>,(x  +  7.\,y  +  p;  )  =  e("-=>Pr^-;$,  (^,  j^). 
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c,  o\  r\  (lésigiianl  des  conslanlcs.  Dans  ces  relations,  on  a 

'  '  2n:  2  «TT  p,  p, 

en  veilu  de  la  relation  (33).  L'entier  M  qui  figure  dans  celte  rela- 
tion (33)  ne  peut  pas  être  nul,  sans  quoi  le  déterminant  des  périodes 

[3,a;-a,[3; 

serait  nul  et  il  y  aurait  réduction  dans  les  périodes  (voir  n"  14  ).  Mous 
écrirons  alors  les  relatians  ci-dessus  que  vérifie  la  fonction  $,  sous  la 
l'orme  définitive  suivante,  où  nous  prenons  comme  deuxième  groupe 
de  périodes  (o,  2Miif)  au  lieu  de  (o,  iTzi), 

^,{x-hiT.i,y)     =<l\(x,y), 

*l>,(,r,y  +  '2Urù)^  r"'^'"t'^"'  ^,(x,y), 
*,(x  +  a,,7  +  |3,)  =  ^t,(x-,7), 

C  et  C  étant  des  constantes. 

Faisons  enfin  un  changement  linéaire  de  variables,  en  posant 

$.(x,7)  =  $,(X,Y). 

Les  paires  de  périodes  de  X  et  Y  correspondant  aux  paires  de  pé- 
riodes de  X-  et  )■  seront  données  par  le  Tableau  suivant  : 

Périodes  desr  el  _y.  Périmles  fie  \  et  V. 

(airj,  o) (2~'',  o) 

(o,2M-0 (A,  B) 

(«1,  P,) (O.  27:0 

«,?[) (-'V,  B') 
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OÙ  l'on  a  posé 


Pi 

fl 

V    ?.=''. -«.p; 

„_.,..., 

On  aur;i 

i  alors 

^^  -     fi,     ' 

$,(X+o;:,,Y)=*,(X,    Y), 

$,(X,  Y  +  2-0=$2(X,  Y), 

$,(X  -+-  A,  Y  -f-  B)  =  e""'^*=$,(X,  Y), 

$,(X  +  A',  Y  +B')  =  ,'"'"-' ■<i>,(X,  Y), 

el  la  relalion  (33)  donne 

B  =  A'  C.  Q.   F.   D. 

Onrelrouve  donc,  dans  les  deux  cas,  «^oou  /i<o,  les  équations  ca- 
ractéristiques des  fonctions©,  fournissant  immédiatement  ces  fondions 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  La  fonction  W(x,y) 
pouvant  s'exprimer  de  la  même  façon,  on  arrive  à  ce  théorème  que  la 
fonction  /(.r,  y)  est  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  composées 
avec  des  fonctions  0  de  deux  varialjles. 

14.  Remarques  sur  les  périodes  (').  —  Soit /(x,  j^)  une  fonction 
uniforme  admettant  les  quatre  paires  de  périodes  indépendantes 

(2Tt/,  o),     (o,  2-/;,     (a,  ^),     (a',  ^'), 

de  telle  façon  que  l'on  ait 

/(x  -+-  iliTii  -\-  wj.  -\-  m'y-'^y  -+-  ^kr.i  +  m'^  +  m'^')  =  f(x,  y), 

quels  cjue  soient  les  nombres  entiers  /i,  k,  m  et  m'. 

1°  Il  est  impossible  qu'il  y  ait  une  relation  de  la  forme 

(34)  ik-i-¥-/n'ii  -hm"'^'  =  a, 

(')    \'oir  les  recherches  de  M.  Krokeckhr,  Sur  les  systèmes  de  périodes. 
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A .  111,  ni'  désignaiiL  des  entiers.  En  effet,  dans  celte  hypothèse,  la  quan- 
litr 

CD  =  2/1-1  +  rny.  -h  i/i' a' 

n'est  pas  nnllc  en  même  temps  pour  une  détermination  convenable  de 
rentier  h,  et  l'on  ne  peut  pas  avoir,  d'une  façon  plus  générale, 

(3.i)  2Mt:j -f- Nw  =  o, 

M  et  N  étant  des  entiers;  car,  si  une  telle  relation  avait  lieu,  on  aurait, 
d'après  la  valeur  de  w, 

2P/7;  -t-wNa  +  wNa'  =  0  (P  entier) 

cl,  d'après  (3/|  ), 

2  ^^  kir.  -h  m  ^'  ,3  +  m  N  [i'  =  o  ; 

les  paires  de  périodes  ne  seraient  donc  pas  indépendantes,  comme  on 
l'a  supposé.  Puisque  2T:/et  co  ne  sont  liés  par  aucune  relation  de  la 
forme  (35)  et  que  l'on  a  évidemment 

f{.i-  +  2,- i,  y)  =/(.i-,  7),         f{x  +  0),  y)  =  f{x,  y), 

on  voit  que  la  fonction  /  admet,  [lar  rapport  à  x  seul,  les  deux  pé- 
riodes indépendantes  27: z  et  co;  il  y  a  donc  réduction  et  /est  une 
fonction  doublement  périodique  par  rapport  à  x  seul  :  ce  qui  est  un 
cas  que  nous  écartons. 

2°  Il  est  impossible,  sauf  dans  des  cas  de  réduction  analogues  au 
précédent,  qu'il  existe  une  relation  de  la  forme 

(36)  2/,'-  i  +  p'  7.  +  q"^  =  o, 

A"',  p',  q'  désignant  des  entiers.  En  effet,  faisons  le  changement  linéaiie 
de  variables, 

y^_p^x^r_qy_^         Y  _  p' x  +  if y 

paiq  désignant  deux  entiers  et  d  le  déterminant  ^y'  —  qp  ,  ipii  est 
différent  de  zéro  pour  un  choix  convenable  de  p  et  q.  On  lire  de  ces 
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tornmlos 

x  =  q'\-qY,  y  =  —  p'X-hpY; 

la  louclion  /{■'-',}')  devient  une  fonction  F(X,  Y)  de  X  et  Y,  et  les 
formules  de  transformation  montrent  (|ue  F(X,  Y)  admet  les  (jiiatre 
paires  de  périodes  suivantes 


ou 


(■2-,\o),     (0,2-0,     (A,  B),     (A',B'), 

^  ^  /'^  +  ?3 ^  j^  _  /ya  +  y'3 ^ 

d  d 

d         '  cl  ^ 

cjui  sont  indépendantes  en  même  temps  que  les  premières.  Mais  main 
tenant  la  relation  supposée  (36)  devient 

2/1'  d-i  +  B  =  o, 

celle  relation  rentre  dans  la  forme  (34),  où  k  =  k'd,  m  =  i,  /n'  =  o 
Elle  est  donc  impossible  si  l'on  écarte  les  cas  de  réduction. 
3"  Il  est  impossible  que  le  déterminant 

5  =  a^'  -  !3a' 

soit  nul.  On  le  voit  en  faisant  le  changement  de  variables 


Les  paires  de  périodes  de  X  et  Y  seront 

{■2T.i,o),     {o,2ru),     (A,  B),     (A',  B'), 


ou 


et  si  0  était  nul,   la  période  A  le  serait. 


2o4  !'•'   APPELL. 

Y'  Eiilîn,  et  cesl  là  un  lliéorèmc  fondamental  sur  lequel  nous  nous 
sommes  appuyé  (n°  l^),  il  est  impossible  qu'il  existe  des  entiers  p 
et  q  tels  que  l'on  ait  à  la  fois 

I   /=/'«'+??   \     \<<'    ■=  1    /5/'°''+?P'    _     T     I    ^    £ 

i  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  que  l'on  veut. 
D'après  ce  qui  précède,  aucune  des  quantités 

ne  peut  être  nulle  si  p  et  q  sont  des  entiers  différents  de  zéro  :  nous 
voulons  montrer  que  ces  deux  quantités  ne  peuvent  pas  être  simulta- 
nément infiniment  petites. 

Mettons  en  évidence  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  de 
a,  j3,  a',  j5'  en  posant 

a  =  f/  +  ia , ,  'îi  =  b  -h  ib,, 

y.'  =  a'  -+-  ia\ ,  p'  =  //  -4-  ib'^ . 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  la  quantité  ab  —  ba.'  est 
différente  de  zéro  ou  non. 

PiiEMiEiî  CAS  :  ab'  —  ba'  différent  de  zéro.  —  Si  le  module  de 
(liil'ère  infiniment  peu  de  zéro,  le  module  de  e'"^'*-i'^,  c'est-à-dire 

ftpa-i-ql) 

(iiiVère  infiniment  peu  de  l'unité,  et  l'on  a 
\pa  -i-9&|<rj, 

V]  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  veut.  Or  il  est  impos- 
sible rpi'on  ait  en  même  temps 

l/ja'+9//|<Tp 
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lar  on  déduirait  de  là,  en  imiltipli.int  par  |  />|  et  |  i'  |  et  ivlrancliaiil 

\p(ab'-~  ba')\<:ri{\h\  +  \b'\), 
b\  +  \b'\ 


I  ah'  —  ha'  \<C''\ 


\P\ 


car,  p  l'I  q  rlaiil  deux  cnlii'i's  non  nuls  tous  deux,  nous  [jouvons  sup- 
poser p  ditférenL  de  zi'-ro.  (]elle  dernière  inégalité  est  iin[)ossil)le, 
puisque  la  constante  ah'  —  ha'  n'est  pas  nulle  et  que  le  second  niend)re 
de  rinégalité  peut  devenir  aussi  petit  (pi'on  lèvent,  à  cause  du  fadeur  r,. 
Le  théorème  est  donc  démontré  pour  ce  cas. 

Deuxième  cas  :  ah' — ha'^o.  J)ans  ce  cas,  nous  coninnurci  uns 
par  montrer  cju'on  peut  transformer  la  fonction  quadrnplemenl  |>i''- 
riodique  en  une  autre  dans  laf[nelle  les  premières  périodes  de  loutrs 
les  quatre  paires  de  périodes  sonl  purement  imaginaires.  En  effet .  si 
a  et  a'  sont  nuls  tous  deux,  il  n'y  a  pas  de  transformation  à  faiiv;  les 
premières  périodes  des  quatre  paires 

(2-r:/,  o).   (0,2-/),   (>.,  ^),   (oi','^'  ) 

sont  purement  imaginaires,  |iuis([ue  a  el  a'  sont  les  parties  im-cUcs  de 
a  et  a'.  Si  a  el  a'  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  supposons  a  différent  de 
zéro  et  faisons  : 

X  =  ay  —  hx,  Y  =  cy  —  f/x-, 

c  el  d  étant  des  constantes  telles  que  ad  —  hc  soit  difTérent  de  zéro. 
Les  tpiatre  paires  de  périodes  seront: 

Pour  X -    2/'-/,   -j-arJ,   a[3     - />a.   a^^'—hy.'.. 

Pour  Y idr.  /,    2  c  -  /,   r  |i  —  r/a,   c  Jil'  —  dy.' . 

Les  périodes  relatives  à  X  sont  toutes  les  quatre  purement  iniagi- 
naires,  puiscjne 

a'^  —  hoL  —  i{ah,  —  ha^  ),  a'^'  —  Aa'  =  i{ab\  —  hà^  ). 

Ainsi  l'on  peut  ramener  la  fonction  donnée  à  une  fonction  de  X  el  Y  , 

Jauvn.  de  Math.  (Y  sérift),  tome  Vil.-    Kasc.  II,  1891.  -1 
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(lo  loUe  façon  que  les  périodes  relatives  à  X  soient  pnrewent  iittaai- 
iiaircs.  Désignons,  pour  abréger,  ces  périodes  relatives  à  X  par 

/A,,  «Ag,   /A;,,  /Ai, 

et  les  périodes  correspondantes  de  Y  par 

B,  +  iC,,  B,+  /a,   B,  +  iC,,   B,  4-  /C,, 

en  mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires.  La 
fonction  de  X  et  Y  ne  change  pas  quand  on  ajoute  respectivement  à  X 
et  à  Y  les  quantités 

/  /(»?,  A, -(- /^.A.  + /«^A., -i- ««lAj), 
( 3;)  '  /« ,  B I  -H  /»2  Bo  -I-  '«3  B.,  +  /»  1 B .. 

f  +  /(/??,  C,  +  /»oC.  +  //^,C:,  -1-  /»^  C(  ), 

///,,  /y/.,,  /»;,,  ni;  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Ces  quan- 
tités (37)  ne  peuvent  pas  être  nulles  simultanément,  sans  quoi  il  y 
aurait  réduction  dans  le  nombre  des  paires  de  périodes.  Mais  on 
jiourra  toujours  déterminer  les  entiers  m,,  m.,,  m^,  m^  defaçonà  rendre 
ces  deux  quantités  infiniment  petites.  En  eiTet,  t  étant  un  nombre  po- 
sitif donné  d'avance,  si  petit  soit-il,  on  pourra  trouver  des  entiers  «?,, 
m.,,  /»:,,  /»., ,  tels  que 

/  I  /« ,  A,  +  m., \.,  +  ni.,  A:,  -+-  m.i  A,  !  <  £, 
(38)  <  I  /«,  B,  +  m.,  B,  +  m,  B,  4-  w,,  B,  |<  s, 

(  1 7«|  C,  -I-  /y/oCj  -+-  m;, C:,  H-  w.  Ci  I  <  £. 

C'est  là  une  proposition  bien  connue  depuis  Jacobi,  dont  nous  indi- 
quons sommairement  la  démonstration  d'après  Riemann.  On  en  con- 
clut que  la  fonction  de  X'et  Y  admettrait  une  paire  de  périodes  (38) 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  ce  qui  est  impossible.  Il  est 
donc  également  impossible  que  la  quantité  (ab'  —  ha'  )  soit  nulle.  Noire 
théorème  se  trouve  donc  complètement  démontré. 
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io.  Pour  démonlror  que  les  inégalités  (38)  ont  lieu  quelque  jx'lil 
(|ue  soit  £,  il  suffit  de  reprendre  un  raisonnement  de  Rieniaun  clans 
l'article  intitulé  :  Bcwci.s  des  Salzes,  dass  einc  einwerlhige  nic/ir  als 
■iii-fach  pei-iodisclic  Funclion  von  n  VoranderUchen  iinmô<rlic1i  isl 
(Œui-res  complètes,  p.  27G,  ou  Journal  de  C relie,  t.  71). 

Prenons  un  système  d'axes  Ox,  Oj-,  O;  et  considérons  le  parallé- 
lépipède construit  sur  les  trois  segments  partant  de  Torigine  et  ayant 
pour  projections  sur  Ox,  Oy,  O  z-  les  quantités(A, ,  B, ,  C,),  (A.,  B.^,  C.), 
(  A.,,  B.,,  Ca);  nous  appellerons  ce  parallélépipède  le  parallélépipède 
élémentaire.  Les  coordonnées  des  points  situés  à  l'intérieur  de  ce  \y,\- 
rallélépipède  sont  définies  par  les  équations 

a:' =  A,  H, -I- A^.E. -f- Aj^i, 
7  =  B,H, -fB,?,  +  B,?„ 

où  ?,,  5.,  H;,  sont  des  quantités  positives,  telles  que 

o<?,<i.  o<L<i,  o<?;,<i. 

A  tout  point  pris  dans  l'intérieur  du  parallélépipède  élémentaire 
correspond  un  seul  système  de  valeurs  de  ^,,  ^o,  ^;,,  et  réciproquemeul. 
Si  nous  concevons  le  réseau  des  parallélépipèdes,  égaux  au  parallélé- 
pipède élémentaire,  ayant  pour  sommets  les  points 

.r,,=  w,  A,  -H  /«.A^-i-  WjA:,,    I 

)'.,  =  w,  B, -h  «ï.,  B,  + /»,B,,    >  (  «^. /?/., /y/,  entiers;, 

;,,=  /»,  C, -H  WjC:,  -I- /";,C,,    ' 

ce  réseau  renqiliia  tout  l'espace.  Considérons  les  points  ayant   [K)ur 
coordonnées 

X  =  m,A,,         Y  =  7?/,H,.         Z  =  w..C.,, 

///,  étant  un  entier  quelconrpie.  Chacun  de  ces  points  appartiendra  à 
un  des  parallélépipèdes  du  réseau  et,  à  ce  point,  correspondra,  dans  le 
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parallclcpipcde  éléinontaire,  un   point  homologue  j;,/,  ;  caractérisé 
par  les  trois  nombres  H,,  L^,  ?.,,  de  telle  façon  (pie  Ton  ait 

Ces  points  sont  tous  distincts;  car,  si  deux  points  x,y,  z  correspon- 
dant à  des  valeurs  dirtérentcs  /«',  et  m\  de  Tentier /«,,  coïncidaient,  on 
aurait,  en  appelant  également  m\,  »?1,  /»',,  i)i'[,ml,  ml  les  valeurs  cor- 
respondantes des  entiers  m,,  m..,  ///.,, 

iii\  A,  -f-  ///.',  A 2  -i-  /»',  A:i  -1-  /»',  A.,  =  rn\\^  -t-  ///^  Ao  4-  w",  A.,  -*-  w'î  A^, 
c'esl-à-dirc  en  posant  Mj;  =  /"^.  —  m]., 

V  M,  A,  =  o,         21  ^^'i^*  =  '*'         ^  ^'-^^^^  ^  °' 

il  y  aurait  alors  réduction  entre  les  (jualre  groupes  de  périodes 

(?'A^-,  Ba+/Q.) 

qui  se  réduiraient  à  trois. 

Divisons  les  arêtes  du  parallélépipède  élémentaire  en  n  parties  égales 
et  par  les  points  de  division  menons  des  plans  parallèles  aux  faces  : 
nous  partagerons  ainsi  le  parallélépipède  en  //'  parallélépipèdes;  les 
valeurs  de  H,,  io,  E,  correspondant  aux  points  intérieurs  à  Tnn  de  ces 
nouveaux  parallélépipèdes  sont  données  par  les  inégalités 

(^9)      --=^i<— 77-'        77=^=  <-        n       '  «=^^<-       n 

où  p^,  p..,p3  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  inférieurs  à  /;. 

Comme  les  points  x,y,  z  du  parallélépipède  élémentaire,  homologues 
des  points 

X  =  m,Ai,         Y  =  w.,B.,.         Z  =  /»iC,, 

sont  tous  distincts  et  souten  nombre  iudéfnnuiiMil  croissant,  on  pourra 
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promlic  /M,  assez  grand  pour  qu'il  y  ait  au  moins  deux  de  ces  points 
■v,y,  z  à  rintérieur  d'un  des  /*'  petits  parallélépipèdes  définis  par  les 
inégalités  (39).  Appelons  ces  points  x',y\  z'  et  Jt;",y",  z",  en  supposant 
(pi'ils  correspondent  aux  valeurs  /n\,  iti'.,,  /»',,  i>i\  et  m'[,  i/il,  /«,,  ///[  des 
entiers  /«,,  rti^,  //':,.  /"i  et  aux  valeurs^!,  E!,,  ^I,,  ;ï,  ?I,  H",  des  paranièires 
^,,  îo,  ;;,.  (Jn  aura 

où,  (l"a])ivs  les  inégalités  (':5f))  appliquées  à  ^', ,  ^!,,  H!,,  ç,,  H^,  ?',, 
|ï'_î:'|<'1,         lï'-ï'K-i,         (-?'-?'")<■-'; 

on  a  donc 

!..       ^..i^   |A.|  +  |A,|  +  |.\,| 


et,  en  posant  //^a^  w,t — f>i^, 

|A,| 


1B,|  + 

1^,1  +  1 

B,| 

n 

|G,|-h 

1C,|  + 

IC3I 

I  m,  A,  -(-  «îo A^  -I-  //'s  A3  +  w-,  A.,  I  <; 
J)e  nièine 

I  /y? ,  B I  +  »/.j  Bo  -+-  m  ^  B,,  -(-  /y/ .  B,,  |  << 

///,  C,  -+-  ni.^C^-h  WjCj  +  /n^C^  \  ■< 

Comme  n  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut,  les  inégalilés  (  kS) 
sont  démontrées. 

m.  Nous  allons  maintenant  établir  l'existence  d'une  relalion  algé- 
brique entre  trois  fonctions  de  deux  variables,  sans  singularit(>s  essen- 
tielles, admettant  qualrc  paires  de  périodes 

(27:/,  o),   (0,27:/),   (a,  ;i),(a',[i'). 
Soient 
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les  fonctions  ç-,,  cp^,  o^,,  '!,,  '\i.,,  ']/,,  étant  dos  fonctions  entières  vérifiant 
(les  relations  de  la  fornae  (32),  ce  qn'on  peut  toujours  supposer,  comme 
nous  l'avons  montré.  On  aura 

'f:  (./•  -+-  2-/,  r)         '!'/,- (j-  H-  2-i,  y) 


■•f/c{-^,r-hlT:i)  __  i}//,(.r.  )•+  2  7:;)   _  ^„^^ 
ç,,  (  X  -+-  a,  j  +  B  )  _  !];;[.(  X  -h-  a,  y  -t-  ?  )      _    jn^+''k.r+»k  ~--  +  n 
Ol,(x^n.',y+  !3')    _   ■^^.(.r +  »'.)•  + p')   __    ^"i'-+*iv+n,^+à 

OÙ  Ton  fait  successivement 

les  lettres  «^,  ^^^i,  «^,  b'i^  désignant  des  entiers. 
Si  donc  nous  posons 

$,  {x.  y)  =  9,  'f/l,,         tl>,(.r,  y)  =  9/1/}, , 
*:,  (.r,  j)  =  9,  ■!,  ■!„  IF  (X-,  y  )  =  ■!.  ■!,  ■].„ 

nous  aurons,  en  ramenant  les  expressions  /,,  /o,  /":(  à  avoir  le  même 
dénominateur, 

les  (piatre  fonctions  $,,  $^,  $.,,  ^''  vérifiant  /es  mêmes  i-clalioiis 

'i'/t(-^,  .y  +  2-^0       __  W(j;,  y+  2TTt)      __ 


i^/.j.r  H-  g',  j+S')   _  ^  (j:  +  a',  J  +  P') 
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OÙ  A   ^^1,2,  3, 

n  =  n,  ■+■  /<2  -t-  «.,,  a  =  a,  +■  a^  -f  a^,  />  =  li,  ■+-  h.,  -+-  A;,, 

a'  ==  a',  +  a!,  +  a',,         ^'  --  6',  +  />!,  +  //, , 

C    =  C,    H-  C;.   4-   C;,,  C'  =  c\   +  cl    +  c!|  . 

Si,  dans  la  ti'oisième  de  ces  relalioiis,  on  change  x  et  y  en  x  -+-  y.  el 
y  +  ^',  el  si,  dans  la  quatrième,  on  change  x  ely  en  x  +  a,  j-  +  [i,  on 
a  de  plus  la  relation 

art.  +  lp\i  -H  — -.  =  a  a  +  //a  H -^  +  iiSir.  (  \  entier  ), 

identique  à  la  relation  (29). 

Applicjuant  alors  la  suite  des  transformations  que  nous  avons  laites 
aux  pages  iqS  et  suivantes,  on  i-amcnera  les  fonctions/, , /^s  /:,  à  dé- 
pendre de  deux  nouvelles  variables  Xet  Y  liées  linéairement  à  X  et  Y. 
de  [elle  façon  que  l'on  ait 

/•  ,  X  Y)  -  ^*-^^l\        /  (X  Y)  =  ^^^-\ 
./.^^'  1;  -  e„(X,Y)'       /-A-^^^)      %{X,\y 

,/:.l-^»         )   -    e„(X,  Y)' 

les  fonctions  0„,  0,,  0o,  0;,  vérifiant  les  relations 

0,(^X  4-  27:/,  Y  )  =  0,(X,  Y+  2710=  0/,(X,  Y). 
0,(X  +  A,  Y  +  B)  =  c--'""^^ 0,,(X,  Y), 
0,(X  +  A',  Y+  B')=  .'-''^■-'^■©.(X,  Y), 

où  A  =  o,  I,  2,  3;  p  désignant  un  enlicr,    C  et  C  des  constantes,  et 
les  périodes  vérifiant  la  condition  de  Rieniann, 

A  ^  B. 
Le  déterminani 

AB  -  BA'  --ZZ  AB'      B= 


ne  j)L-ul  pas  èlrc  nul,  comme  nous  l'avons  vu  clans  le  n"  14.  En  em- 
ployanL  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  pour  développer  la 
fonction  0/,  par  la  formule  de  Fourier  en  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  positives  et  négatives  de  e^elc'*,  on  reconnail  immédiate- 
ment que,  pour  la  convergence,  la  partie  réelle  de 

doit  vire  posfth-e.  Quant  à  l'entier  p,  il  sera  positif  ou  négatif  suivant 
que  la  partie  réelle  de  A  est  négative  ou  positive.  On  voit,  de  plus,  que 
la  fonction  entière  la  plus  générale,  vérifiant  les  mêmes  relations  (jue 
les  quatre  fonctions  ©„,  Q,,  Qn,  0;,,  est  donnée  par  une  expression 
linéaire  à  coefficients  constants  de  p-  fonctions  spéciales  vérifiant  sépa- 
rément ces  mêmes  relations. 

Cela  posé,  formons  toutes  les  combinaisons  homogènes  d'un  mènu' 
degré  positif  ^  des  fonctions©,,,  0,,  0^,  0:,,  c'est-à-dire  les  expressions 
de  la  forme 

0';;"0^'0^=0Î% 

x„,  a,,  y..,,  a.,  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  tels  que 

a„  4-  a,  -^  a.  -t-  a.,  =  q. 

Ces  combinaisons  sont  au  nombre  de 

(  7  +  '  )  (  'Z  +  2  )  1 7-f-3)  _ 


elles  vérifient  des  relations  idenlicpies  à  colles  que  vérifient  les  fonctions 
0;;.,  avec  cette  seule  différence  que  p,  C  et  C'  sont  remplacés  par  qp,  qC 
et  qC  Chacune  des 

{fj-h  i)  (7  4-  2)(i7-i-3) 


combinaisons  homogènes  considérées  s'exprime  donc  linéairement  à 
l'aide  de 

TP"' 
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t'oiRllniis  sp«^ciales.  Choisissons  q  assez  grand  pour  (|uc 

(?:+i)(V-t-2)(7  +  3)  ,    ., 

6  -^  1  l    ' 

On  pourra  alors  rliiiiiiirr  les  q'-p-  fonctions  spéciales  entre  les 

(y  +  0(7  + a)  (7 +  3) 
6 

relations  donnant  les  conil)inaisons  homogènes 

el  Ton  obtiendra  ainsi,  entre  ces  combinaisons,  au  moins  une  relation 
linéaire  à  coefficients  constants,  qui,  divisée  par  le  facteur  0|^,  donnera 
une  relation  algébrique  entre  les  fonctions  considérées /,,/o, /;,.  Il 
pourra  se  faire  cjue  l'on  obtienne  ainsi  plusieurs  relations  entre  ces 
fonctions  :  il  est  évident  que  deux  d'entre  elles  au  plus  pourront  être 
distinctes. 

17.  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  à  deux  paires  de  pé- 
riodes. —  Nous  avons  vu  (n°  10)  qu'une  fonction /(a:,  y)  de  deux  va- 
riables admettant  les  deux  paires  de  périodes  (27:/,  o)  et  (o,  -îT.i)  et 
n'ayant  pas  de  singularités  essentielles  à  distance  finie  peut  toujours 
être  mise  sous  la  forme 

.n-'^^y  )  —  4,(x,  j)' 

o  et  '\i  désignant  deux  fonctions  entières  ne  s'annulant  simultanément 
qu'aux  points  d'indétermination  àe  f{x,  y)  et  vérifiant  les  deux  rela- 
tions 


o(./;  +  2tt/,7)=  9(x,7),  o(.x-,7+  2-/)  =.r'"-^9(.r,7), 

•K.r  +  ■>T.i,y)='lix,y),  ']^(x,y  +  2-/)  =  e"^'\.(x,y), 


oi'i  n  désigne  un  entier. 
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Si  cet  entier  /t  est  nul,  les  fonctions  entières  o  et  ,j;  admettant  sépa- 
rément la  période  2-;  par  rapport  à  ./■  cl  y  sont  données  pai'  des  séries 
convergentes  de  la  forme 


dont  les  coefficients  A^,,  et  B^,,  sont  indépendants  de  .1:  et  >■-. 

Si  n  est  différent  de  zéro,  il  est  aisé  d'obtenir  l'expression  générale 
des  fonctions  9  et  ■]/.  Tout  d'abord  la  fonction  o,  admettant  la  pé- 
riode 2/-  par  rapport  à  r,  sera  donnée  par  la  fornuile  de  Fourier 

les  coefficients  ^^()-)  étant  des  fonctions  entières  de  y.  En  exprimant 
que 

o(j:,7  -^  ^Tu)  =  e"-'o(x,y), 
on  trouve 

d'où,  /«■  désignant  un  entier  quelconque, 

^v+«A  (y)  =  g\(y  +  2A-T:/  ). 

Cette  relation  permet  d'exprimer  toutes  les  fonctions  ii\,(  )■  )  à  l'aide 
de  ±  n  d'entre  elles,  par  exemple,  si  n  est  positif,  de 

goiy),    g,(y)^    g2(y),    •••,    gn-,(y), 

et,  si  n  est  négatif,  de 

g^O')^     .•?■.<.)■)•     g-2(x) :,'■-„-,(>'). 


Stn    LES    FONCTIONS    PÉniODIQUES     DE    nEl'X    VAHIAni.ES.  1>  I  J 

lui  posai!  1 
où  IV.  fsl  iiii  (les  nombres  o,   i,  2,  ....  ±  //  —  1 ,  on  aufa 

?  (■■'■'  y)  =  ?oi-i-,  .)■)  -+-  9.  Çr,y)  +  •  •  •  +  ?*«-,  (■■t-,  y) 

avec  ±  /?  fonctions  entières  arbitraires.  On  aura  une  expression  ana- 
logue pour  ^(-c,  )'). 

lÀeniar(|uons  maintenant  que,  si  Ton  fait 

"  'y 

?.(-^'>>')  =  ^  ''"  ?(■^^i^)' 
^,(•^•,r)='•"^'K■'•^.>')> 

on  aura 

/K-^iyj  <t;,(,r,.K) 

les  fonctions  o,  et  '.{;,  vérifiant  les  deux  relations 

I  9,  (.r  -i-2-i,  }■)=  t-"-'  9,  (j:',j).        9,  {.,:,  y  +  2-/  )=  9,  (.r,  y), 
\'\>,(,i-^-2izi,y)=  ('"'>']/, (x,y),        ■];,(x,y-h:i-i)^'\^,(.r,y). 

(À's  nouvelles  fonctions  9,  et  ■]/,  s'expriment  donc  par  des  séries 
analooues  aux  précédentes,  mais  dans  lesqnelles.r  joue  le  rôle  de  )'el  y 
celui  de  .r. 

Supposons,  pour  traiter  un  cas  particulier  précis,  /«  =  i.  et  dési- 
gnons par  P(y)  et  Q(y)  deux  polynômes  de  degi'és  pairs, 

P(y)  =  a.y^P  -+-  a, y-''-'  +  . . .  +  a,,. 

Q  (y)  =  ^'oy'"  +  ^'<  y"''  '  +  •••  +  /'.w 

dans  lescjuels  les  parties  réelles  des  produits 
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sont  iK'iiativcs.  Les  fondions  enlières 

vérifient  les  relations  {[\o)  avec  «  =  i . 
]^es  (onctions 

vérifient  alors  les  l'elations  (/|  i),  où  /^  =  i .  Klles  sont  données,  lune 
et  l'autre,  par  des  séries  de  la  forme 

^  /<(a,-  +  ivT.i)e''-\ 

h(.r)  étant  une  fonction  entière.  Ponr  'y,(.t,  )'j,  on  a 

on,  en On. 

/i(x)=  ^.  I        c'"''"^''  dy. 

lintéiii'ation  étant  faite  par  des  valeurs  pureuieni  iniai;inaires  de  y. 
Pour  les  coefficients  du  développement  de  '^,(j:,y),  ou  trouve  une 
expression  analoj^ue,  où  P(>')  est  remplacé  par  Q(y)- 

Si  les  polynômes  P(_y)  et  Q(/)  sont  du  second  degré,  ou  lelnime 
des  fonctions  0  d'une  variable.  Supposons,  par  exemple, 

P(j-)=aj-%  0(y)=.(;iy\ 


SUK    LES     FONCTIONS    PERIODIQUES    DE     DEUX     VAItlABLES. 

a  Cl  [i  désignant  des  constantes  réelles  positives.  Nous  aurons  alors 


(.v+ÏVTtfr-VX  . 


si  donc  nous  posons 

0,(;|co,  to')=    V   ^o. '-'-""■". 

(  BiuoT  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques),  nous  aurons 

•i/(a;',^')  sera  donné  par  la  même  formule  où  Ton  change  a  en  ,3.  Eu 
outre,  si  Ton  l'ail 

o,{.v,y)=e'^-o{x,y)=   2  h{.r  +  ivr.i)c">\ 
on  a,  d'après  les  formules  générales  ci-dessus, 

ou,  en  changeant  y  en  iu\  u  réel, 

h{x)=  —  e^'  r   c— "^-"^^  rfw  =  ^e'"^. 
On  a  ainsi 


ce  qui  est  de  nouveau  une  fonction  0.  On  aura  de  même  •]/,(.<•,/)  en 
changeant  a  en  [5».  On  réalise  ainsi,  comme  nous  l'avons  démontré,  a 
priori,  sous  deu\  formes  dilférenles, 
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l"c\|)rt'ssion  d'une  fonction  de  x  et  y  avec  les  deux  paires  de  périodes 
(  27:/,o),  (0,2-/).  Dans  cet  exemjjle,  les  formules  permettant  de  pas- 
sci'  de  la  fonction  o  à  la  fonction  o,  et  de  ■]/  à  (]/,  sont  les  formules  bien 
connues  permettant  d'exprimer  en  fonction  Tune  de  l'aulre  les  deux 
fonctions 

03(x|w,ca'),  0.,  (./•  I  —  OJ,  co) 

(  roir  lÎHKiT  et  BoiQUET,  Théorie  des  fonrlioiis  ellipliqurs,  p.  'i(\'\  el 
suivantes  ). 

Pour  terminer,  revenons  un  instant  au  cas  général.  Nous  avons  dé- 
montré cpi'une  fonction  /(.r,y),  sans  singularités  essentielles  à  dis- 
tance finie,  avec  les  paires  de  périodes  (2-/,  o),  (o,  2'!zi),  peut  s'écrire 

les  fonctions  9  et  '\i  ne  s'annulant  en  même  temps  c|u'aux  points  où 
/■(  •'■.>')  est  indéterminée  et  vérifiant  les  relations 

o  ('./•  +  2-?,  >')=  o{x,y),  Ç/Ç.r,  >--t-  2-/)=  e"'^o(x,y), 

■}(,f  -h  ■i-i,y)='\i{x,y),         ■H-c.y  +  'i-i  )  =  e"'--'\>(x,y). 

Or  nous  venons  de  voir,  dans  le  dernier  cxemj)le  traité,  que  la  fonc- 
tion 

0  (,r ,  V  )  =  <^'  '  0  3  (^2  a  y  -  A I  I ,  ;',  -y.i^  (  a  >  o  ) 

vérifie  les  deux  relations 

0('.r  -f-  2-/,  y)=  ^(x,y),  0(./;,j-  -l-  iT.i)=  e''i^{x,y). 

Si  donc  n  est  négatif,  les  fonctions 

*(.r,  y)=  cp(^,7)0-«<.x-,.v),  W(x,y)=']^(x,y)^-"{x,y) 

seront  des  fonctions  entières  admettant  les  deux  paires  de  périodes 
(27:/,o),  (o,2Tii);  si  n  est  positif,  il  en  est  de  même  des  deux  fonc- 
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.|>(  ,;y)=oix,y)¥(-  ■x,y),  W(x,y):=  .|(.,.,^)0"(  _  .,:,y). 

\);[\\^  \oi>  rlcii\  cas,  on  pouri'a  niottrc  la  fonclion  J'(.r,y)  solis  la 
forme 

<t  et  ^'  étant  des  fonctions  entières  admettant  séparémeni  les  denx 
paires  de  périodes  et  développables,  par  eonsécjuent,  })ai'  la  série  de 
Fourier.  On  arrive  ainsi  à  une  expression  analogue  à  celle  des  fonc- 
tions d'une  variable  avec  une  période,  avec  cette  différence  (|iie 
l'expression  (4-)  n'est  pas  irréductible,  puiscjue  le  numérateur  el  le 
dénominateur  sont  divisibles  par  une  même  série  entière  6*"(±  ./■, y  i. 
s'anmdanl  à  distance  finie. 
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Mémoire   sur   la    théorie    générale   des   surfaces    courbes   ('); 
Par    m.     Albert    RIBAUCOUR. 

Insonieur  des  Pont?  cl  Cliaussùes. 


CHAPITRE  X. 

DERNIÈRES    PROPRIÉTÉS    DES    FAISCEAUX    DE    DROITES.     CORRESPOISDANCE 
DES    LIG>'ES    ISOTROPES    SUR    DEUX    SURFACES. 

92.  Faisceau  de  di-oites  liées  aux  plans  tangents  de  la  surface 
(O)  et  normales  à  des  swfaces  quelle  que  soit  la  forme  de  (O).  — 
Nous  avons  vu  que,  si  des  droites  rayonnent  des  dilTérents  points  de  (O) 
ou  sont  couchées  dans  ses  plans  tangents,  les  faisceaux  qu'elles  engen- 
drent ne  peuvent  être  normaux  à  des  surfaces  sans  garder  cette  pro- 
priété, quelle  que  soit  la  forme  de  (O).  Cherchons  s'il  existe  d'autres 
faisceaux  formés  de  droites  liées  individuellement  à  chaque  plan  tan- 
gent de  (O),  qui  jouissent  aussi  de  la  même  propriété. 

Chaque  droite  D  rencontre  le  plan  tangent  en  un  point  M;  prenons 
pour  ligne  OX  la  droite  OM  et  considérons  un  réseau  orthogonal 
(  ;/,  p)  satisfaisant  à  cette  condition.  Si  l'on  porte  sur  D,  à  partir  de  M, 
une  longueur  variahle  R,  l'extrémité  du  segment  doit  décrire  une  sur- 
face normale  à  D.  Désignons  par  cr,  h^  c  les  cosinus  que  D  fait  avec  les 
trois  axes  instantanés  et  par  /  la  distance  OM;  les  coordonnées  du 
point  appartenant  à  la  surface  trajectoire  sont 

^  =  /H-aR,  r^  =  h\{,  "C  =  cR,  «- -f- i- -f- f- =  i  ; 

(')  Voir  même  Tome,  p.  5. 
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on  doit  avoii',  luanifestemeiU, 

(jucis  que  soient  dit  et  f/r;  les  formules  (F)  doniienl 

dl         (/il         ,  ,  ,    dir  ,     i^ 

lellcs  sont  les  équations  qui  régissent  le  problème.  On  voit  qu'elles 
sont  indépendantes  de  la  forme  de  (O)  dans  les  deux  cas  où  /  est  nul 
[c'est  l'hypothèse  des  rayons  issus  des  différents  points  de  (O)],  et 
dans  celui  où  c  est  nul  [c'est  l'hypothèse  des  droites  couchées  dans  les 
plans  tangents  de  (O)]. 

Dans  ces  deux  cas  on  obtient  rint(>grale  des  surfaces  Irajectoiies  en 
résolvant  les  équations 

pour  /  =  o. 


-  =  -„/,     '^=-., 

d\{ 

du  ~ 

d\\ 

d^-   ~ 

)  pour 

dl       ,  i           ,   d-   \    ' 

mais  celles-ci  sont  elles-mêmes  indépendantes  de  la  fonue  (O),  de 
telle  sorte  fjue,  non  seulement  le  faisceau  des  droites  est  normal  à  des 
surfaces,  mais  encore  que  l'intégrale  de  ces  surfaces  ne  dépend  pas  de 
la  forme  de  (O). 

Il  peut  se  faire  pourtant  que  la  première  |)r()pri(''l(''  ]»eisislc  sans  la 
seconde,  et  c'est  ce  cas  particulier  que  nous  visons. 

Dans  cette  hypothèse,  il  faut  éliminer  U  des  équations  <iù  il  ligure, 
lin  oblienl  imuK'dialement 
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<|ii('  l'on  piMit  transformer,  en  vertu  des  équations  (cp),  ainsi 

mais  puisque  nous  voulons  (|iie  ceei  ail  lieu  ([uelle  (|ui'  soil  la  forini' 
(le  (()),  il  faut  que 

,       j-  df  dg         V 

cl  =  L  ,  —~  =  O  ,  — --r  —  r^  =  o. 

La  suif  ace  (O)  est  applicable  sut-  une  sufface  de  v<holulion  dont 
le.s  lignes  (»■)  sont  les  méridiennes. 

Le  faisceau  est  déterminé  par  les  trois  équations 

a- -h  Ir -h  c- =  1 ,         c/=U, 
(|ur  l'on  ramène  à  une  relation  différentielle  en  /  el  o  en  posant 

/  dl  \  d-:. 

"V-^dT^  =  d7r 

df  ^  ^        d\- 

93.  Formule  donnant  les  images  principales  d'un  faisceau  de 
droites  quelconque.  —  Il  peut  être  utile  dans  certains  cas  de  con- 
naître les  fonuules  qui  déterminent  les  images  principales  du  faisceau 
•II-  droites  le  plus  général;  la  condition  pour  que  ces  images  soient 
conjuguées  présente  une  véritable  simplicité,  c'est  pourquoi  nous 
allons  les  déterminer,  en  supposant  la  plus  grande  généralité  possible. 

Soit  R  une  droite  dont  les  équations  sont 

n  b  ' 

a  et  h  n'a  vaut  plus  la  même  signification  que  dans  l'article  précédent; 
;  et  r,  sont  les  coordonnées  instantanées  du  ])oinl  où  la  droite  iierce  le 
plan  langent  en  O. 
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Exprimons  que  si  l'on  suit  le  chemin  (^cludv),  les  droites  se  l'encon- 
Ircnt  consécutivement.  On  aura,  comme  au  n°  81, 

a 

b 

=  {[du{n  -/Dr])+  r/KQ-O  -  g^l)\ 
+  dii{aV  ~  hfYy)+di^{b()  -  a-D); 
posons 


M  = 

l  j.        dt              df 

N  = 

d\               dff 
dr  "^  ^  /du' 

m  = 

V     s  dv                    du 

//  = 

fdu        •-              rff 

Kr. 

=  P?-/I>P 

S  = 

=  Qïl-.^D?; 

M' 


de,  -r     df 

du  ^'-rfi 


g  d\-        ■'  du 

di:  dh\ 

jdi.  +  ^^  -^  d:) 


u.  =  h 


df  (la 

A'  d^-  "*"  Tu  ' 

^/  ^^ 
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[.'('•quiition  des  ima,t;es  principalrs  dcvionl 

,      ;      /    r     M("' —  ^v)  — iM'(  «  —  as)        ,1/,  ,-.        0/7  ,1 

î.a  toadiliouqui  exprime  que  les  images  principales  sonl  coiijui;iiées 
est,  ordonnée  suivant  les  paramètres  définissant  la  forme  de  (O), 

-l'[/(^v'4->"v)+-Z>?(PQ-/-D=)]+Q[-(^I[jL'  +  M\a)  +  Arr/P(VV>n')l 

-h/>D[(NuL'+  N»-(Mv'+  M'v)-(a?  -  b-q)(Pq  -/oD^)\ 
+  (PQ  --/^:;D^)f-  ah(i:M  +/\')  +  (i  +  a=) -M'  -  -?(<^a  +  «a'  ) 

—  (i  +  b-)  /N  +,/■/]  (^v  +  «v';|  =  (.. 

Nous  aurons  l'occasion  d'appliquer  ces  formules  dans  l'élude  du 
mouvemeuL  d'un  corps  assujeLti  à  quatre  conditions. 

î)^.  Dcui:  surfaces  se  correspondent  cwec  paralléUsnic  des  plans 
tangents.  Dans  quel  cas  les  lignes  isotropes  se  correspondent-elles? 
Deux  systèmes.  —  Nous  avons  annoncé,  au  n"  47,  que  nous  expose- 
rions une  généralisation  de  la  correspondance  qui  existe  entre  la  sphère 
et  les  surfaces  à  étendue  minima;  nous  sommes  à  présent  en  mesure  de 
l'établir.  Le  problème  doit  être  ainsi  posé  :  On  fait  correspondre 
deux  suif  aces  avec  parallélisme  des  plans  tangents,  dans  quelles 
conditions  les  lignes  isotropes  se  correspondent-elles? 

Soient  (O)  et  (N)  les  deux  surfaces,  ^,  y],  'Q  étant  les  coordonnées 
du  point  N;  on  a  d'abord,  en  prenant  pour  (w,  r)  le  réseau  des  lignes 
de  courbin-e, 

on  peut  poser 

AX  =  A  du  +  H  dv,         AY  =  B'  du  +  A'  dv, 
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OÙ  A,  li,  B',  A'  ont  los  valeurs 

'•^  =•/  +  .a;  +  .^•'i  + 1  ^'      1^  --=  ^.  -  7^,-^" 
B'=  ^^  -  -^?,      A'=  o-  +  i;^  +  ^?  +  or. 

Le  f/S^  (K'  (\  )  a  pour  expression 

,AS^  =  ( A=  +  ^à'-)du'  +  (  B-  +  A'=)  r/r-  +  2(  AB  +  A'  B')  du  rA-, 
el,  si  les  lignes  isotropes  se  correspondeiU  sur  (  N  )  el  (  <  )  ),  on  a 

AB  ^  A'B'=o, 

A^+B'^  _  B^  H-  A'- 

syslèuie  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

[(7-ï)-^(?-7)][(7-7)-^G-7)]-- 

et  si  Ton  se  restreint  aux  transformations  réelles,  il  faut  ([ue  l'on  ail 
l'un  des  systèmes  de  conditions  que  voici 


A         A' 

7  +  7=="' 

B        B' 

=  0 

A         A' 
7-7="' 

B        B' 

?  +  7 

=;  0. 

à  moins  que  les  quatre  premiers  membres  ne  soient  nuls  à  la  fois;  mais 
ce  cas  particulier  ne  peut  être  considéré  parce  cju'il  conduit  à  prendre 
pour  (l\)  un  point  fi\e. 

95.  Examen  du  p/-rm.ier  système  :  les  lignes  de  courbure  se  cor- 
respondent sur  les  deux  nappes.  Relation  entre  les  rayons  de  cour- 
liure  principaux;  autre  théorème  sur  la  question.  —   l'examinons 


TIIKOIUE    GKNliUALt;    DES    SLlll'.VCKS    COURBES. 

(la  bord  le  sysli-iiie  de  coiTcspondancc  dans  liMjuel 
A        A'  H        B' 

Si  l'on  remplace  ç  el  r,  par  lenrs  valeurs  en  "(,  on  Irouve 
du  Vp  du)  ^  dv  \  Q  drj  ^''  ^  l"        ^  {/         A', 

(,F  -  ô)  [THiTH-  -IT^Wd:'-  T.  g^J  =  "'        ^^^^        B  =  1>  =  <.. 

I^e  cas  pai'liculicr  de  la  s[)hère  se  met  de  lui-nièine  en  évidence. 

Dans  riiypotlièsc  où  (O)est  une  sphère,  la  première  équalion  n'esl 
iiulre  chose  que  l'équation  difTérenlielie  des  surfaces  à  étendue  nii- 
nima.  Dans  le  cas  général,  on  voit  que  les  lignes  de  courbure  dc(\  )  el 
(O)  se  correspondent  :  c'est  ce  qui  est  exprimé  par  la  seconde  condi- 
tion. La  première  équation  a  un  sens  géoinétri(|ue  très  remar(pial)le: 
puisque  les  lignes  de  courbure  se  correspondent,  A  du  cl  A'^A  soiil  les 
éléments  de  ces  lignes  correspondant  respectivement  à  /du  el  i^dv. 
Désignons  par  R,  et  R^  les  rayons  de  courbure  princi[)au\  de  (())  el 
|)ar  !>',  et  R',  ceux  de  (\);  la  première  condition  équivaul  à  la  l'ela- 
li<in 

Ainsi  :  lur.squc  deu.r  surfaces  (^i))  et  (N)  se  vorn-spoiidcnl  (ivcr 
paralh'lisnir  des  plans  (aiti;e/tls  el  par  leurs  lignes  isotropes  : 
i"  elles  ont  même  ima'^e  sphérique;  2"  la  somme  algébrique  des 
quotients  obtenus  en  divisant  les  rayons  de  courbure priucipanr  de 
l'une  par  les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'autre  est  nulle. 

On  peut  donner  une  autre  interprétation  géométrique  à  ce  qui  pré- 
cède. Joignons  les  points  N  et  O  par  une  droite,  celle-ci  engendrera 
un  faisceau;  soient  F,  et  F^  les  foyers.  11  est  clair  que  les  lignes  de 
courbure  sont  les  traces  jirincipales  de  ce  faisceau  sur  (O)  et  sur  Ci\), 
mais  on  a 

2    I  I 

ON  ""  ÔR  "^  ( Jp%  ■ 
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Aiii^ii,  It's  loyers  du  faisceau  sont  liarinoiiicjues  conjugués  des  deux 
points  (  )  el  \. 

ÎKî.  Deuxième  système.  Les  surf  aces  dci'h'èes  sont  liomolliêliques. 
—  Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  se  débarrasser  du  second  cas, 
correspondani  au  système 

A        A'  B        B' 

7-7="'     ;?^7  =  ^' 

la  seconde  é(pialion  donne 

\T>  "*"  i^))  [dlTlû-  "^  17i  F777-  "  ^  tydu)  ~  "' 

donc  les  lignes  de  courbure  se  correspondeni  encore;  mais  la  première 
équation  conduirait  à 

()F,  r=OF„ 

de  lelle  sorte  (|ue  les  loyers  du  faisceau  ()\  coïncident,  ce  (pii  ne 
peut  avoir  lieu  qu'aulanl  que  (O)  et  (N)  sont  honiolhétiqnes.  Il  n'v  a 
donc  (|ue  le  premier  système  rpii  puisse  conduire  à  un  résultat  non 
évifleiii. 

î>7.  E(/ua/iu/i  du  pr-o/t/ème  à  l'aide  de  l'image  sphéiique.  — 
Puis([u"il  y  a  deux  équations  dilTércnticlles  rjui  régissent  la  (juestion,  il 
est  visible  que  Ion  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement  même  Tune? 
des  surfaces.  Donnons-nous  l'image  spliérique  du  couple  (O)  (N)  et 
cherchons  à  le  déterminer.  Soient  ^  et  'C  les  dislances  du  centre  de  la 
sphère  (le  rayon  unit(''.  En  génc-ral,  on  a  pour  les  éh-menls  des  lignes  île 
courbuie 
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Les  ('([aalions  du  prohlriuc  sonl  floue 

afï    \  l'/l'       dt  ^^         d    (    dt    \  r/O       r/: 


i>"     _fl  /  ^^'  \       dv  _^  "*"  ,-)„,     ^  /  ^\      ^g    d(l_  ~  "' 

■   "^  r/«  V  p  ^/,,  '  "^  p  ,/,/   I',/r         ^  •   ^  dv  \g  rfc  j  "^  p  rf^/  Vdu 

lie  jiliis,  'L  et  r  sont  d(^s  sohilions  de  Téquation  ([(')). 

98.  Rcductioii  des  cqualioiis  du  problème  à  des  formes  connues. 
—  \oiis  n'avons  pu  résoudre  le  problème  complètement,  il  semble 
oll'rir  luie  véritable  résistance;  mais,  avant  d'abandonner  le  sujet,  il 
convient  de  faire  remar(pier  que  l'on  peut  toujours  prendre  pour  (.X) 
un  point  fixe,  de  telle  sorte  que  le  'C  d'un  point  satisfait  aux  équations 
du  n"  95.  On  [)eut  profiter  de  cette  remarque  pour  réduire  un  peu  le 
|)roblème.  Si,  en  ell'et,  au'lieu  de  'Ç  nous  prenons  pour  variable  la  dis- 
lanceyj  d'un  point  fixe  aux  plans  tangents  de  (M),  il  viendra 

d-p     _  dp    dV  dp     du 

\  du  dv  ~~  eût  P7L'  "*"  7lv  rfdTi  ' 

*  ^  '  ^        /  il  f£  ^U  ^  r-^  '-^W  /•"•»  I  '-  +  ^)  = .. 

'  du  \P  du)  ^  d^'  Vg  dvj  ^Jr,P  \f  -t-  g)        "' 

el  l'on  voit  que  le  terme  indépendant  a  disparu.  Mais  cette  dernière 
é(piation,  ainsi  réduite,  n'est  autre  chose  que  l'équation  déterminant 
les  couples  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre,  ainsi  que  nous  le 
v(Mrons  plus  loin.  Nous  aurons  donc  à  faire,  à  propos  de  celle  tbéoi'ie, 
lies  rapprochements  avec  la  question  que  nous  venons  de  traiter. 


CHAPITRE  XI. 

TuKoiuE   iii:s  systj;mes  cycliques. 

99.    Déjinilion  des  systèmes  cycliques  résultant  du  théorème  di 
Diipin  et  des  intégrales  trouvées  précédemment.   —  Il  résulte  du 

Journ.  de  Math.  (  ("  série),  lomc  VII.  —  l'asc.   III,   1S91.  -J'^ 
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tliéorèmc  de  CIi.  Dupin  sur  les  faisceaux  de  droites  symétriques  par 
rapport  aux  plans  tangents  de  la  surface  de  référence  que  toutes  les 
fois  que  les  traces  principales  d'un  faisceau  (R),  lieu  des  normales  à 
une  surface,  découpent  (O)  suivant  un  réseau  conjugué,  les  lignes  de 
courbure  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  d'une  enveloppe  de 
sphères  dont  une  des  nappes  est  trajectoire  orthogonale  des  droites  R. 
11  est  naturel  de  prendre  le  rayon  de  la  sphère  enveloppe  pour  variable 
l't  de  chercher  l'équation  ditTérenli(.'lle  du  second  ordre  à  laquelle  sa- 
tisfait cette  fonction,  mais  cette  équation  n'est  guère  maniable,  et  il  y 
a  intérêt  à  opérer  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  80  pour  trouver  des 
faisceaux  jouissant  de  la  propriété  indiquée. 

Considérons  donc  les  deux  nappes  d'une  enveloppe  de  sphères  tan- 
gentes à  (O),  dont  les  centres  sont  sur  (S);  soit  (R)  la  seconde  nappe; 
supposons  enfin  que  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  (O) 
et  (R).  Si  G  représente  linverse  du  segment  OS,  on  a  (n"  80) 


(c-7>      î^-^('^-?> 


du  (p  du 


Si  M  et  N  sont  les  points  où  le  plan  tangent  à  (S)  en  S  rencontre  les 
tangentes  OX,  OY  aux  lignes  de  courbure  de  (O)  prises  pour  axes, 

I  d'^  I  d'^o 

Enfin,  la  quantité  (^  elle-même  vérifie  l'équation 


d-'o 

__  do    df          do    dg 
du  fdi'        cA'  g  du 

diuh- 

qui  régit  tout  le  problème. 

On  voit  cjue,  lorsqu'on  connaîtra  une  valeur  de  cp  satisfaisant  à  cette 
condition,  on  obtiendra  G  par  des  quadratures;  il  y  a  donc  tout  un 
système  de  valeurs  de  C  correspondant  à  cette  valeur  de  o.  Par  consé- 
([uenl,  on  connaîtra  une  famille  de  surfaces  telles  que  (R),  sur  les- 
((uelles  les  lignes  de  courbure  correspondront  à  celles  de  (O).  Mais  le 
plan  tangent  à  (R)  contient  Ml\  qui  ne  dépend  que  de  cp;  il  en  résulte 
que  le  lieu  des  points  R,  pour  toutes  les  valeurs  de  G,  est  le  cercle 
normal  en  O  à  (O)  dont  le  centre  est  sur  MN. 
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On  voit  facilement  que  loutos  les  surfaces  (R)  normales  à  ce  cercle 
font  partie  d'un  système  triplement  orthogonal.  Nous  appellerons  .çy-v- 
/è/«e  cyc%M<?  un  système  triplement  orthogonal  dans  lequel  les  Ira- 
jectoires  des  surfaces  d'une  famille  sont  des  cercles. 

100.  Si  des  cercles  son l  iionnaii.r  à  trois  surfaces,  ils  le  sort/  à 
une  infinité  et  engendrent  un  système  cyclique.  —  Avant  de  tirer 
parti  de  ce  qui  précède,  il  convient  d'établir  que  la  façon  dont  nous 
avons  été  amené  à  considérer  les  systèmes  cycliques  donne  ceux-ci 
avec  une  généralité  complète. 

Considérons  des  cercles  normaux  à  (O)  en  chacun  de  ses  points;  ou 
|)eut  les  définir  comme  l'intersection  de  sphères  ayant  leurs  centres  en 
deux  points  M  et  N  des  tangentes  OX  et  OY  aux  lignes  de  courbure, 

cl   dont  les  rayons  sont  r  et  ^-  Soit  (R)  une  surface  normale  à   \,\ 

famille  des  cercles;  si  l'on  mène  la  normale  à  (,R),  elle  rencontrera  OZ 

fil  un  point  S;  égalons  OS  à  p-  Il  est  clair  que  la  surface  (R)  existera 

si  le  plan  tangent  au  lieu  des  points  S  passe  par  MN  ;  on  devra  donc  poser 

dI,=^f[^-'  +  -f)'         -7Û-=^S[^+T' 


Mais  ces  équations  ne  sont  possibles  qu'autant  que   les   dérivées 

7 — -r  ffu'on  déduit  de  chacune  soient  éerales,  c'est-à-dire  si 
du  dv  ^  !-i        7 


CVi) 


\VW-<^mY^^fi{j)-^^d. 

'  f     du  g      du 


(M)A/C, 


Cette  équation  signifie  qu'étant  donnée  une  famille  de  cercles  nor- 
maux à  (O)  et  d'ailleurs  complètement  arbitraires,  il  existe  toujours 
une  seconde  surface  (R)  normale  aux  faisceaux  de  cercles,  mais  seule- 
ment dans  une  étendue  infiniment  petite.  Le  lieu  des  points  des  cercles 
|iar  lesquels  on  peut  mener  cet  élément  normal  n'est  pas  en  effet,  géné- 
ralement, une  trajectoire  des  cercles. 
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Mais  (32)  met  en  évidence  un  résultat  capital,  à  saviîir  que,  s'il  y  a 
deux  valeurs  de  C  répondant  à  la  question,  il  y  en  a  une  infinité,  <'ar 
cela  ne  peut  avf>ir  lieu  qui'  si 

V^.  y  -  h,^  ;^  ( -)  -+-  (  -.  -  - j  [-^^  -  A,/  (  ,^J  =  o. 

(_)n  retrouve  ainsi  les  éfjualions  du  n"  80,  et  partant  le  systénu' 
canonique  du  n"  99. 

On  résumera  ce  qui  précède  et.  Ton  en  fera  saisir  Fimportance  j^éo- 
niélrique  en  disant  : 

Si  des  cercles  sont  normaux  à  trois  surfaces,  ils  le  son!  à  toute 
une  famille  de  sut  faces  qui  font  partie  d'un  système  triplement 
orthogonal  (système  cyclique). 

101 .  Equation  des  systèmes  cycliques  en  partant  d'une  des  sui- 
faces  trajectoii'cs.  Les  cercles  osculateurs  des  trajectoires,  dans  un 
système  triple  orthogonal,  le  long  d'une  de  leurs  surfaces  normales, 
engendrent  un  système  cyclique.  —  On  obtiendra  tous  les  systèmes 
cycliques  contenant  une  surface  (O)  en  intégrant  sur  celle-ci  ré([ua- 
tion 

d'if  ci^     df  d'à    dg 

du  rtv        du  fdv        dv  i^  du 

{|ui  est  celle  des  systèmes  triplement  orthogonaux,  des  surfaces  ayant 
même  image  sphérique,  etc.,  etc.  Les  trajectoires  des  cercles  s'obtien- 
dront par  des  quadratures,  pourvu,  bien  entendu,  que  l'on  connaisse 
les  lignes  de  courbure  de  (O).  Il  j^araitra  sans  doute  digne  de  re- 
manjue  que  d'un  système  triple  orthogonal  cjuelconcjue  on  puisse  dé- 
river un  système  cyclique,  mais  ceci  tient  à  une  propriété  géométrique 
que  nous  allons  mettre  en  lumière. 

Reportons-nous  aux  formules  du  n°  28  et  soit 
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lo  dS-  d'un  systèmo  IriplL-mcnl  orthogonal,  dans  lequel  \ltfp  esl 
rélénicnt  00' qui  sépare  deux  surfaces  infiniment  voisines,  dont  tail 
partie  (O).  Le  plan  normal  à  la  trajectoire  00',  au  point  ()',  il'après 
les  formules  (•!•"),  a  pour  ('■qualion 

Z'  ^  Z  —  H  dp  —  X  ,,    ■  -  dp  —  Y  n — 7—  (l?  =  o. 

'  H,  ap,     '  il2"?2 

Si  l'on  désigne  par  M  (M  \  les  |)oints  où  il  rencontre  les  di-oiles  0\ 
cl  (!)Y,  on  a 

1     _        I     d\\  _L___L_iËL 

OM  ~       II,  Wdo,'         ON  ~       H,  llt/p,' 

ou,  en  prenant  les  notations  habituelles  sur  (0\ 

I     _        I     f/ll  _1_  —_l_   ^H 

On  remarquera  que  la  droite  MN  n'est  autre  chose  que  la  polaire  de 
la  trajectoire  00',  c'est-à-dire  que  si  Ton  décrit  des  sphères  ayanl 
leurs  centres  en  M  et  N  et  passant  par  O,  elles  se  couperont  suivant 
le  cercle  osculateur  de  la  tri\jectoire  des  surfaces  de  même  famille  ([ui' 
(O),  issue  de  O. 

Enfin,  si  l'on  rapproche  cela  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  ohtieni 
ce  théorème  : 

Etant  donné  un  systilnr  triplement  orthogonal  de  surfacen,  si 
l'on  considère  les  cercles  osculateurs  des  trajectoires  d'une  fannlle, 
tout  le  long  d'une  surface  normale  à  ces  courbes,  tous  les  cercles 
donnent  naissance  à  un  système  cyclique,  c'est-à-dire  qu'ils  sont 
eux-mêmes  normaux  à  une  infinité  de  surfaces. 

On  aurait  pu  d'ailleurs  prévoir  ce  résultat,  en  remarquant  que  les 
cercles  osculateurs  aux  trajectoires  peuvent  être  considérés  (à  la  limite) 
comme  normaux  à  deux  surfaces  infiniment  voisines  sur  lescpielles  les 
lignes  de  courbure  se  correspondent. 
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102.  A  tout  sysiè/uc  cyclique  correspond  une  injînité  d'aulres 
systèmes  normaux  à  la  sphère.  —  Si  nous  reprenons  les  éqiiiilions  du 
n"  99,  nous  pouvons  les  écrire  sous  la  forme 

r/    /^    V         do   V  d    , ,-,    ■.         do  Q 

dr>(^^'^)=d7>r      .Â.^^?)  =  ^^ 

l'I,  si  Ton  considère  Co  comme  une  nouvelle  variable,  (jue  Ton  éli- 
mine s,  il  vient 

d'     ^-^,    \_  (i  /r    \  ^'^        ^  ir   \J^ 
dJTTv^^'^^-  dTA^T'^Pd;-  "^  Th'^^^'^^Qda' 

])ar  conséquent,  la  connaissance  de  deux  trajectoires  d'un  système 
'■yclique  équivaut  à  celle  d'un  système  cyclique  normal  à  la  sp/tère. 
("-eci  demande  explication.  Soient  (O)  et  (R)  deux  surfaces  trajec- 
toires d'un  système  cyclique,  soient  co  et  p  les  images  de  O  et  de  R  sur 
la  sphère  de  rayon  unité;  on  peut  faire  passer  un  cercle  normal  à  la 
sphère  en  w  et  p.  Il  résulte  de  ce  cjui  précède  que  tous  les  cercles  ainsi 
construits  engendrent  un  système  cyclique. 

105.  L'intégrale  des  surfaces  trajectoires  est  connue  si  l'u/ie 
d'entre  elles  est  plane  ou  sphérique.  — Lorsque  la  surface  (O)  est 
une  sphère  ou  un  plan,  il  n'est  pas  besoin  de  se  donner  les  lignes  rem- 
plaçant les  lignes  de  courbure  pour  trouver  les  surfaces  trajectoires; 
on  a,  dans  ce  cas  (pour  la  sphère,  par  exemple), 

C  ç  =  K  ^  4-  K I , 

où  K  et  K,  désignent  des  constantes;  K  est  l'inverse  du  rayon  de  la 
si)lière. 

lOi.  Systèmes  cycliques  dérivés  les  uns  des  autres.  Correspon- 
dance des  trajectoires.  —  Si  l'on  remplace  '^  par  cp  +  K,  où  K  est 
constant,  l'équation  en  -p  ne  varie  pas,  mais  on  obtient  un  nouveau 
système  cyclique.  Les  trajectoires  des  deux  systèmes  sont  liées  entre 
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elles  par  une  relation  tort  simple.  On  a  manifestement 

(:^  =  C'(>  +  K), 

en  désignant  par  C  ce  (jue  devient  C  lorsque  ç  s'accroît  de  K. 

On  vérifie  très  facilement  qu'aux  points  correspondants  des  trajec- 
toires qui  en  dérivent  les  normales  sont  parallèles;  par  conséquent  : 
les  trajectoires  du  second  système  ont  même  image  spliérique  que 
celles  du  premier  système.  La  droite  qui  joint  les  points  correspon- 
dants passe  toujours  par  le  point  O. 

105.  Intégrale  des  sur/aces  trajectoires  r^uand  on  connaît  trois 
d'entre  elles.  Diverses  formes  de  l'intégrale.  —  Nous  avons  dit 
(ju'il  était  nécessaire  de  connaître  les  lignes  de  courbure  d'une  surface 
trajectoire  pour  ramener  aux  quadratures  l'intégration  des  autres  sur- 
faces trajectoires  d'un  système  cyclique;  mais,  si  l'on  connaît  trois  tra- 
jectoires, on  peut  construire  toutes  les  autres,  même  sans  effectuer  de 
quadratures;  c'est  ce  que  j'ai  établi  en  détail  dans  une  Note  insérée 
aux  Comptes  rendus,  le  24  février  1873;  sans  établir  les  démonstra- 
tions, il  convient  de  rappeler  les  résultats  : 

Les  normales  à  trois  surfaces  trajectoires  rencontrent  la  normale 
à  une  quatrième  trajectoire,  en  trois  points  qui  forment  avec  le 
pied  de  celle-ci  un  groupe  dont  le  rapport  anliarmonique  est  con- 
stant. 

Appelons  corde  toute  droite  joignant  à  chaque  instant  les  points 
correspondants  de  deux  trajectoires,  et  appelons  ces  points  points 
limites. 

Que  l'on  prolonge  la  normale  à  une  trajectoire  jusqu'à  la  ren- 
contre d'une  corde,  et  que  du  point  d'intersection  l'on  mène  une 
seconde  tangente  au  cercle,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une 
surface  trajectoire. 

Sur  une  corde  donnée,  deux  points,  intersections  des  normales  à 
deux  couples  de  surfaces  trajectoires  associées,  forment  avec  les 
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points  limites  un  groupe  (lotit  le  rapport  anliarnioniquc  est  con- 
stant. 

La  droite  qui  joint  deux  points,  intersections  des  noinicdes  à  deux 
rourbes  de  sui-faces  trajectoires  associées,  est  une  corde. 

lOG.  Sur  les  deu.v  nia/iières  dont  on  peut  engendrer  les  .systèmes 
cycliques  normaux  à  un  plan.  —  Les  systèmes  cyclicjues  les  plus 
simples  sont  ceux  qui  dénvent  de  la  sphère  ou  du  plan  :  ijue  Ton  con- 
struise des  cercles  normaux  à  une  surface  arbitraire  et  à  luie  sphère,  et 
Ton  constituera  un  système  cyclique;  en  effet,  un  cercle  ne  peut  être 
normal  à  une  sphère  sans  la  couper  normalement  une  seconde  fois. 
Donc  chacun  des  cercles  sera  normal  à  trois  trajectoires  et,  en  vertu 
de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  il  sera  aussi  normal  à  une  infinité  de  sur- 
faces. 

Pour  trou\er  un  système  cyclique  normal  à  un  plan,  on  peut  aussi 
]iartir  dune  surface  arbitraire  que  l'on  considérera  comme  le  lieu  de 
l'intersection  de  la  normale  au  plan  et  d'une  normale  à  une  trajectoire 
associée  quelconque.  Les  distances  au  plan  des  points  correspondants 
de  toutes  les  surfaces  qu'on  obtient  en  faisant  varier  la  trajectoire  asso- 
ciée sont  proportionnelles  entre  elles.  Les  lignes  qui  correspondent 
sur  ces  surfaces  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  trajectoires  for- 
ment des  réseaux  conjugués  assujettis  à  la  condition  de  se  projeter 
orthogonalement  sur  le  plan. 

107.  Rcclierclie  du  réseau  conjugué  tracé  sur  une  surface  du 
deuxième  ordre  et  qui  se  projette  sur  un  plan  suivant  un  réseau 
orthogonal.  —  Le  problème  de  la  recherche  sur  une  surface  donnée 
du  réseau  conjugué  qui  se  projette  sur  un  plan  suivant  un  réseau  ortho- 
gonal présente  de  l'intérêt  par  lui-même,  et,  pour  montrer  comment 
on  peut  tirer,  même  des  formules  générales,  des  résultats  qui  semblent 
ne  dépendre  que  de  la  Géométrie  cartésienne,  nous  résoudrons  la 
(jnestion  pour  les  surfaces  du  second  degré. 

Ahiis  d'abord  remarqtions  que,  si  (m,  t")  représente  sur  le  plan  le 
réseau  orthogonal  cherché,  on  a  pour  le  Z  de  la  surface  (n°  25) 


d''L 

_dZ    df         d'L    d,s 

du  dv 

du  /f/f         d\-    g  du 
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I^a  forme  môme  de  cette  équation  fait  ressortir  qvi'on  ne  clian'jera 
pas  le  réseau  si  Ton  ajoute  au  Z  de  la  surface  le  Z  d'une  autre  surface 
répondant  à  la  question,  et  cette  observation  n'est  pas  oiseuse,  car  le 
plan  constitue  toujours  une  solution  :  on  jiourra  donc  retranelier  ou 
ajouter  le  Z  d'un  plan  à  celui  de  la  surface  donnée;  on  sait  fpic  dans 
tous  les  cas  la  projection  du  réseau  cherché  ne  varie  pas. 

Mettons  ceci  à  profit  pour  les  surfaces  du  second  ordre.  Leur  é(|ua- 
tion  peut  s'écrire 

(£+£-')"<^^^'+^-''~^'^'=°' 

en  niellant  en  évidence  le  cylindre  circonscrit  dont  ré(pialioii  est 


775  —  '  =  O 


't  le  plan  de  contact 


A^  +  By  —  C:  =  o. 
Ou  voit  que  l'on  peut  écrlie 


mais  puisqu'on  est  en  droit  de  retrancher  l'ordonnée  d'un  plan,  le 
réseau  ne  sera  pas  altéré  (en  projection)  si  l'on  résout  l'étpialion  dans 
le  cas  où 


c'est-à-dire  en  supposant  que  le  plan  est  un  des  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde.  Rien  n'est  plus  simple  que  d'achever  par  l'analyse,  mais 
noti-e  théorie  se  suffit  à  elle-même;  en  effet,  nous  sommes  encore  libre 
de  donner  àC  telle  valeur  que  nous  voulons;  supposons-la  infiniment 
petite;  l'extrémité  des  segments  décrit  alors  une  surface  infiniment 
voisine  du  plan,  et  sur  laquelle  on  est  en  droit  de  regarder  le  réseau 
conjugué  qui  se  projette  suivant  (i/,  c)  comme  le  réseau  des  lignes  de 
courbure.  Si  l'on  passe  à  la  limite,  le  réseau  cherché  coïncide  avec  les 
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lignes  de  courbure  de  la  surface  du  second  degré  infiniment  ajtlatie 


/x-  y- 


c'est-à-dire  avec  les  coniques  lioniofocales  à  la  trace  du  cylindre  cir- 
conscrit. 

On  peut  donc  énoncer  le  lliéorènie  suivant  : 

Si  de  tous  les  points  d'une  sur/ace  du  second  de^çré  comme  cen- 
tres, on  décrit  des  splières  tangentes  à  un  plan,  les  lignes  de  cour- 
hure  de  la  seconde  nappe  de  l'ençeloppe  de  ces  sphères  ont  pour 
correspondantes  sur  le  plan  les  coniciues  homofocales  au  contour 
apparent  de  la  sur/ac  du  second  degré. 

108.  Faisceaux  dont  les  traces  principales  sont  conjuguées  su/- 
une  surface  du  second  ordre.  Tliéorèmes  sur  les  surfaces  du 
second  ordre  homofocales.  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  dé- 
terminé des  faisceaux  (R)  dont  les  traces  principales  sont  conjuguées, 
en  introduisant  leurs  surfaces  trajectoires,  mais  il  est  quelquefois  plus 
avantageux  de  les  considérer  isolément  :  c'est  ce  que  nous  avons  fait 
dans  une  étude  consacrée  aux  surfaces  du  second  degré  (^Comptes 
rendus,  l.  LXX.IV,  p.  i^Sq  et  ijyo)  et  qu'on  peut  résumer  ainsi  : 

Les  traces  pi'incipales  d'un  faisceau  (R)  sur  u/ie  surface  du 
second  degré  ne  peuvent  être  conjuguées  à  la  première  i-encnnire 
sans  l'être  également  à  la  seconde. 

Les  traces  principales  ne  peuvent  être  conjuguées  su/-  de u.r  sur- 
faces lioniofocales  sans  l'être  sur  toutes  les  autres  sut  faces  homo- 
focales; dans  ce  cas,  les  droites  sont  normales  à  des  surfaces. 

Réciproquement,  si  les  normales  d'une  suif  ace  donnent  lieu,  sur 
une  surface  du  second  ordre,  à  des  traces  principales  conjuguées, 
il  en  est  de  même  sur  toutes  les  surfaces  homofocales. 

Dans  ce  cas,  les  déi-eloppables  suiiant  lesquelles  on  peut  ranger 
les  droites  du  faisceau  sont  toutes  individuellement  circonscrites  à 
des  surfaces  du  second  degré  homofocales  aux  précédentes. 
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(>cs  résultats  très  jiéiicraux  trouvontune  application  intéressante  aux 
surfaces  anallagmaticpies  du  cjuatrièmc  ordre. 

Nous  aurons  roccasiou  de  les  étendre  encore  dans  un  travail  (|Lie 
nous  produirons  ultérieurement. 


CHAPITRE  XII. 


VARIATION    DES    COURBURES    55—5-    ET    5-  +  „-    QUAND    ON    PASSf 
•  ni  n,  rvi         rlj 

DUNE    SURFACE    A    UNE    SURFACE    INFINIMENT    VOISINE. 


109.  Mise  en  équation  du  problème.  —  Quand  ou  veut  étudier 
nue  faniill<'  de  surfaces  défun(^s  par  certaines  conditions  géométriques 
ou  analytiques,  on  commence  toujours  par  chercher  à  déduire  d'une 
surface  de  la  famille  la  surface  infiniment  voisine;  c'est  ainsi  que 
nous  avons  procédé  pour  établir  la  tliéorie  des  systèmes  triplement 
orthogonaux.  Il  est  nécessaire,  bien  souvent,  d'exprimer  que  certaines 
conditions  relatives  à  la  courbure  persistent  sur  les  surfaces  de  la 
famille;  c'est  pourquoi  nous  allons  établir  la  variation  des  courbiii-es 
dans  le  svstcme  de  transformation  le  plus  général. 

Soit  tracé  sur  la  surface  de  référence  un  réseau  orthogonal  (w,  i) 
quelconc|ue;  faisons  correspondre  aux  points  de  (O)  les  points  d'une 
surface  (S),  les  coordonnées  du  point  S  étant 

^  =  a  dp,         "1  =  !^  f^?)  ^  =  T  '^^?' 

où  do  désigne  raccroissenieut  du  paramètre  individuel  de  (O)  lors- 
qu'on passe  à  (S). 

Les  équations  de  la  normale  à  (S)  sont  (aux  infiniment  petits  du 
second  ordre  près) 

\-  -x  dp  _  \  -  ?  f/p 


JI-P.+/DP)         _/(^--Qp  +  „.D. 


d'. 


A- KS  -  ./^  - '5=)  -  .  (^ -^  ,^  ? -.  n^J ., 
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Posons 

d('  telle  sorte  que  les  équations  de  la  normale  s'écriront 

X  —  -xdp  _  Y  —  p  ^p  _  —  Z  +  7  dp 
~  dp  T.'  dp  J'i^  +  A'  dp 

Il  s'agit  de  former  l'équation  des  rayons  de  courbure  principaux  au 
point  S.  Afin  d'avoir  des  calculs  bien  ordonnés,  nous  emploierons  une 
méthode  particulière  susceptible  d'applications  fréquentes,  d'ailleurs. 

110.  Arlificc  propre  à  la  résolution  de  questions  similaires.  — 
Considérons  une  surface  parallèle  à  (S)  et  distante  de  celle-ci  de  /; 
l'aire  de  cette  surface,  correspondant  à  une  aire  infiniment  jjetite  de 
(S)  ou  de  (O),  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  si  l  est  égal 
à  l'un  des  rayons  de  courbure  principaux  de  (S);  mais  l'aire  de  la 
surface  parallèle  est  proportionnelle  à  sa  projection  sur  le  plan  des 
XOY  :  on  calculera  donc  cette  projection  et  Ton  exprimera  qu'elle  est 
nulle;  l'équation  résultante  sera  du  second  degré  en  /,  c'est-à-dire 
qu'elle  donnera  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S). 

Nous  suivrons,  par  exemple,  deux  directions  arbitraires  du,  di-, 
du',  dv'  sur  (O);  l'aire  résultante  sur  la  surface  parallèle  sera  propor- 
tionnelle à  la  quantité 

(AYAX'-AXAY), 

que  l'on  peut  former  immédiatement.  Ajoutons  que  rien  n'enq»èche 
de  prendre  les  (m)  et  (y)  pour  les  chemins  à  suivre,  ce  qui  simplifie 
considérablement  les  calculs.  Par  cet  artifice,  on  est  dispensé  d'écrii'e 
{|ue,  suivant  certaines  directions  du,  di-,  les  normales  se  rencontrent  et, 
par  conséquent,  on  n'a  pas  à  éliminer  du  et  di'  pour  former  l'équation 
des  rayons  de  courbure  priucipaux.  11  est  clair  que  la  remarque  qui 
précède  s'applique  à  tous  les  proi)lènies  de  (Géométrie  autour  des  sur- 
faces on  il  s'agit  de  trouver  les  foyers  d'un  faisceau  de  droites. 
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III.   Calcul  des  équations.  —  Les  coordoiiiires  iiislanlaiiécs  d'iiii 
point  de  la  surface  parallèle  à  (S)  sont 

ç  =  a  r/p "^ 


fg  +  l<d? 


^  =  Y  f/p  +  /, 

car  les  longueurs  comptées  suivant  la  normale  ne  dillèrent  (pic  par  des 
quantités  du  second  ordre  de  leurs  projections  sur  l'axe  des  Z.  11  suftil 
d'applicpier  nos  formules  (F)  pour  trouver 

f(/^  +  2Arfp) 

où  nous  avons  posé 

du         "  g  dv  '  '  di-  f  du  ^  ' 

Nf  =,  4?  _  4La  -/Dy,  N' =  ^^  _  i^  [i  -  --  Dy. 

du         f,'  dv  ^        I  '  df        J  du  "^         ■  ' 

/iM'+-M=A-. 
Ecrivant  <jue 

AYiX'-AXiY'=.o, 
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nous  aurons  immédialenient  l'équalion  des  rayons  do  courbure  clier- 
clu's.  Si  l'on  néglige,  comme  on  Fa  fait  jusqu'à  présent,  toutes  les  puis- 
sances de  dp  supérieures  à  la  première,  il  vient 

^Idv  fg        dv         ^/rfM"| 

«['/"    /^-  '/«      .i'f/'''"  I  )  j 

x|-4A(PQ-,/viP)-.P     [j:_|^^^.] 

I^e  dernier  terme  de  celte  expression  peut  être  simplifié  au  moyeu 
des  équations  de  Codazzi;  on  vérifie  en  ell'et  que 

^    \jh-         /-      ch-  /du"]    '    •'       L''''         fS      dv  fdu"  \ 

peut  s'(''crire 

Jl  convient  naturellement  de  considérer  les  deux  (piantités  ^-i- et 

^  '1  '2 

—  +  y-;  mais  si  on  les  remplace  par  celles-ci 
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(jiii  ineUont  en  évidcMice  la  varialiou  de  la  courbure  de  (iaiiss  oL  de  la 
courbure  moyenne,  il  vient,  en  tenant  compte  de  ce  fjui  précède  el 
jiassanl  à  la  limite, 

(  A>  ^  (^     '     W      ''        I      d  (qr:  +  ^lirJ\         d  (Vt.'+/Dt.\ 

■'^  d'.  \  H,  K,  )  -  H,  lu  ^  du  \        fg         J'^  dv  \       Jg         ) 

g\di'  fi;-       di'  f  du 

\  f  \  du         f^      du       ^  gd,-  '■ 

Ces  deux  formules  ont  une  grande  importance,  car  leur  généralité 
permet  de  les  appliquer  dans  toutes  les  questions  où  interviennent  di- 
rectement soit  la  courbure  de  Gauss,  soit  la  courbure  moyenne. 

La  dernière  formule  peut  cTicore  être  mise  sous  la  forme 

On  voit  que  la  fonction  A  est  mise  en  évidi'uce  dune  façon  loute 
spéciale. 

112.  Ce  que  signifie  la  fonction  k.  —  On  trouve  facilement  la 
signification  géométrique  de  cette  quantité.  Sur  (S),  on  a 

A\  =  (/  +  -M  d'^)du,         AY  =  N  d-.  du, 

AX'  =  N'  d^  dv,  AY'  =  {g  +  M  dp)  dr- 

d'où  résulte,  au  IroisièuK'  ordre  près. 

A\  AY  —  AYAX'-  f/a<A|/^  +(/.M'+  i,'M)  dz  |. 

Si  donc  nous  désignons  par  f/(0)  et  d(S)  les  éléments  corivspon- 
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ilaiils  de  (())  et  de  (S),  on  a 

^(S)-^(O)  ^  (/M-  +  ,:^M)  ^  J^ 

Ainsi,  lorsque  la  fonction  k  est  nulle,  les  aires  cori-espondantes 
(les  deux  surfaces  sont  égales. 

On  peut  écrire  la  valeur  de  k  sous  la  forme 

k  =  ij^  (g^)  +  ;L  (/Ci)  + ,,  (p  „.  ^  Q  /). 

l'I  (le  eeci  nous  allons  déduire  une  |)ro])riélé  des  surfaces  dont  nous 
nous  sommes  occupé  au  n°  9di. 

Supposons  que  la  surface  (O)  soit  rapportée  à  ses  lignes  de  cour- 
bure et  rjue  (S)  soit  une  surface  telle  qu'en  S  le  ])lan  lanticnt  soit 
toujours  ])arallèle  au  plan  tangent  en  O  à  (O),  alors 


il  vient  pour  A" 


Dans  ce  cas,  nos  formules  se  réduisent  considérablement;  elles  don- 
nent 

_  f<r±  (     '     \   ~  -A_ 

^  ^  Ida  \P  du)  ^  g  dv  g  f/r  ^       '  J 

115.  Conséquence  au  sujet  des  surfaces  étudiées  au  Chapitre  X . 
—  Si  Ton  suppose  cjue  k  soit  nul  et  que  y  vérifie  l'équation  (16),  on 
retombe  sur  les  surfaces. du  n°  9o.  Ainsi,  lorsque  deux  surfaces  se 
correspondent  avec  parallélisme  de  leurs  plans  tangents  et  corres- 
pondance des  lignes  isotropes,  elles  font  chacune  partie  d'une 
famille  de  surfaces  ayant  même  image  sphérique  de  leurs  lignes 
de  courbure  et  dont  les  air-es  correspondantes  sont  égales. 
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Les  surfaces  de  ces  familles  ne  sont  pas  identiques  entre  elles,  car  la 

variation  -r  (rr  +  ir  )  "  ''^'  l'"^  nulle,  en  f^éncral.  A  chaque  surface 

(le  l'une  des  familles  correspond  une  surface  de   l'autre  famille,   mais 
sans  correspondance  des  lignes  isotropes. 

Dans  le  cas  qui  nous  est  connu,  celui  de  la  sphère  et  des  surfaces  à 
(''tendue  minima,  la  surface  infiniment  voisine  dr  la  sphère  esl  aussi 
une  sphère. 

114.  Surfaces  iiifuiimenl  voisines  de  la  surface  de  référence  et 
applicables  sur  elle.  Remarque  sur  une  conséquence  analytique 
du  théorème  de  Gauss.  —  Le  fZS''  de  la  surface  (S),  si  l'on  se  borne 
aux  termes  du  troisième  ordre,  peut  s'écrire 

d^-=pdu-  +  -vA-  +  2f/p [/M du-  +  -M' fA-  +  (/\'  4-  -N  )du d^- \ . 

Ainsi  donc  on  obtiendra  une  surface  infiniment  voisine  de  (O)  et  ap[)li- 
cable  sur  celle-ci  en  posant 

M  =  M  =o, 

/Y  +  0-^  =  0. 
On  trouve  alors 

f,r   ^    (      '      \  _    ^    [C^r.+ffT)Tj\     ^      d   fPrJ-hfDT. 


o  rfp  VR.Rj/         du  \         fg  )     '    f/i'  V         fo- 

rt, d'après  le  théorème  de  Gauss,  ceci  doit  être  nul  identiquemenl. 
Nous  aurons  l'occasion  de  faire  cette  vérification  dans  l'étude  des  cou- 
ples de  surfaces  applicables  et  même  d'en  déduire  la  réduction  du  pro- 
blème à  sa  forme  canonique.  Pour  le  moment,  remarquons  seult-mciil 
(pie  dans  l'hypothèse  où  (S)  est  applicable  sur  (O ) 

En  égalant  à  zéro  cette  variation,  on  sera  conduit  à  chercher  des 
surfaces  c{ue  l'on  peut  déformer  sans  que  pourtant  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  varient  (ce  problème  a  été  complètement  résolu  par 
M.  O.  Bonnet). 

Journ.  de  Malh.  (4*  série),  lonic  VII.  —  Fasc.   III,  1891.  ■■'- 
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I  J  5.  Rcc/ic/'c/ic  des  surfaces  ayant  nicmc  aire  et  riièiiw  aire  splié- 
riqiie  qu'une  surface  donnée.  —  Il  résulte  du  ihéorèino  do  Gauss  que, 
si  l'on  déforme  une  surface,  l'aire  sphérique  d'une  portion  de  cette 
surface  reste  constante.  Mais  on  peut  trouver  des  surfaces  dérivées 
d'une  surface  donnée  (O)  et  telles  que  leurs  aires  soient  égales  à  celle 
de  (O)  en  même  temps  que  leurs  aires  sphériques  restent  égales  à  celle 
de  (O).  Pourtant  ces  surfaces  ne  sont.pas  applicables  l'une  sur  l'autre. 
La  formule  (33)  va  nous  permettre  de  résoudre  le  problème  dans  un 
certain  nombre  de  cas. 

On  peut  évidemment  ranger  les  surfaces  en  question  à  côté  les  unes 
des  autres  de  façon  qu'elles  forment  une  famille  continue.  Soient  (O) 

et  (S)  deux  surfaces  successives.  La  quantité  A  (  j^-^  j  doit  être  nulle 
en  même  temps  que  k\  on  a  donc 


Supposons  (ju'on  ail  pris  pour  (  w,  r)  le  réseau  des  lignes  tle  courbure, 
on  pourra  poser 

^  ■'  ^  dv  ''  ^  au 

d'où  résulte 

^"  ~  Vdii  ~  l'Q  ^'         ^  ~  (Jd^-  "^  Pn  dii  ' 

et  tout  le  ))roblème  dépend  de  l'équation  obtenue  en  substiluanl  ces 
valeurs  dans  la  première  des  conditions,  à  savoir 

du  \V  du!  ^  dv  \Q  di-J 

du  \Vq)  du  '^  dv  VPQ/  dv 

Ainsi,  o  pourra  être  prise  arbitrairement  et  le  problème  dépendra 
d'une  seule  équation  linéaire   du   second   ordre   en   y-   Kemarquons 
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niêiiic  que,  si  l'on  connall  tine  solution,  IWjuation  sera  ramenée  à  la 
t'ornie  (31). 

Il  est  une  série  de  valeurs  de  o  pour  lesquelles  cette  réduction  s'ef- 
feclui-  d'ellc-inènie.  Posons  en  effet 

jL{fi\±  -±(.ti\'h. 

du  VPQ/  (lu  (h-  \VÔ)  flv' 

le  proMènie  reste  alors  régi  simplement  par  l'équation  (3i).    Mais  la 

condilion  précédente  signifie  (jiie  ç.  est  fonction  de  p-^i  c'est-à-dire  du 

pi'oduit  des  rayons  de  courbure  principaux  au  point  O.  La  surface  (S) 
est  dans  ce  cas  fort  intéressante,  car  si  on  lui  mène  des  plans  tangents 
parallèles  à  ceux  de  (O),  on  obtient  une  correspondance  entre  S  et  O 
([ui  conduit  à  des  aires  égales  pour  (S)  et  (O).  Ainsi,  sur  ces  deux  sur- 
faces, on  peut  faire  correspondre  les  points  d'une  infinité  de  manières, 
en  conservant  des  aires  égales,  en  même  temps  cpie  les  aires  spliéri(pies 
ont  même  val-nir. 

IIB.  Cette  élude  dc^ra  cire  déicloppée  ultérieurement.  —  iNous 
n'avons  fait  qu'effleurer  les  questions  que  soulèvent  les  formules  (33) 
et  (34),  parce  que  notre  but  est  principalement  de  faire  envisager  toul 
le  parti  cju'on  peut  tirer  de  la  Géométrie  autour  des  surfaces,  telle  que 
nous  la  pratiquons.  Il  conviendra  sans  doute,  ultérieurement,  de 
donner  beaucoup  de  développement  au  Chapitre  actuel  et  de  former 
les  familles  de  surfaces  dont  nous  avons  seulement  démontré  l'existence, 
mais  toutes  ces  conséquences  ne  peuvent  être  poursuivies  dans  un 
aperçu  aussi  rapide  que  celui-ci  ('  ). 


(')  En  particulier,  si  l'on  cherche  à  construire  une  surface  infiniment  voisine 

iTune  surface  donnée  et  applicable  sur  celle-ci  (supposée  rapportée  à  ses  lignes 

N'            N 
de  courbure),  on  trouve,  en  posant  —  =: --z=Z,  l'équation  (3i)  dans  laquelle 

p  est  remplacé  par  Z. 

Mais,  si  l'on  admet  que  la  surface  (0)  est  à  la  limite  de  déformation  possible, 
comme  on  a,  d'après  les  calculs  du  n"  114, 
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CHAPITRE  XIII. 

Kecherche  des  trajectoires  orthogonales  planes  des  surfaces. 

117.  Mise  en  équation  du  problème.  \  ariation  du  plan  tangent 
à  une  surface  élémentaire .  —  Nous  avons  établi  au  n"  78  que,  si  dos 
(Iroilos  situées  dans  les  plans  tangents  de  la  surface  de  référence  étaient 
normales  à  des  surfaces,  elles  restaient  normales  à  d'autres  surfaces, 
(luellc  que  fût  la  forme  de  (O).  Cette  propriété  nous  amène  à  chercher 
une  généralisation  qui  fait  l'objet  de  ce  Chapitre. 

Considérons  une  courbe  (C)  tracée  dans  le  plan  tangent  en  O  à  la 
surface  de  référence;  que  l'on  en  construise  autant  dans  tous  les  plans 
tangents,  suivant  une  loi  continue,  on  constituera  un  faisceau  de 
courljes  planes.  Nous  allons  chercher  dans  quel  cas  ce  faisceau  admet 
une  famille  de  surfaces  trajectoires. 

Soit 

i"é(jualion  de  la  courbe  située  dans  le  plan  XOY;  p  désigne  la  distance 
du  point  O  à  une  tangente,  o  l'angle  que  la  perpendiculaire  à  cette  tan- 
gente fait  avec  l'axe  des  or,  u  et  r  sont  les  paramètres  définissant  le 
point  O  sur  (O).  Les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  la  tangente 

sont 

Y  dp    ■  ■  dp 

ç  =  pcoszi~  -;^smcp,         yj  = /j  sni 'p -I-  y^coso. 

(^ue  l'on  donne  aux  paramètres  les  accroissements  du,  f/r,  on  obtien- 

la  fonction  Z  définissant  une  surface  infiniment  voisine  de  (0)  et  applicable  ^ur 
elle  doit  satisfaire  à  l'équation 

|(7)  +  ^.(i)=°- 

Or,  celle-ci  développée  devient  l'équation  (i6).  Donc,  lorsqu'une  surface  est  à 
-a  limite  de  forme,  elle  appartient  à  la  classe  de  celles  étudiées  aux  n"^  9k  et  95 
et,  par  conséquent,  ses  lignes  de  courbure  sont  isothermes. 
(Paris,  23  mars  1890). 
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(Ira  une  seconde  courbe  (C');  soil  M'  le  point  de  celle-ci  situé  dans  ic 
[)lan  normal  à  M,  et  m  sa  projection  sur  le  plan  tangent  en  Ô.  on  a. 
comme  au  n"  7o, 

M' m  aZ 


tantrO  = 


M  /«         A  X  cos  13  +  A  Y  si  n  o 


où  0  désigne  Tangle  du  plan  mené  par  M'  et  la  tangente  en  M,  avec  le 
plan  XOY.  On  trouve 

l—  Pdu  -h  Dffdv)  (/9  cosç  —  -^  sin-i  I  +  (fDdu  —  Qf/r)  ( /jsiii-i  +  '-j'cos-i  | 
i.ii-f)  =    -: i ^ : _ï :   . 


Y         ^        do  gdx        du)  \^         •        da /du        de J 


di- 


dp    .  ,,  .  dp 

"T  sms,  13  =  psnici  +  -f  coso, 

G  =  /coso  +  ''lA!_  +  ±,        H  =  ,-sin9  -  f  ^  +  ^^ 

•'  '  rt'i  A' «i'         <7(/  ^  '         do  fdu         c/i' 

il  en  résulte 

,  o.'  .  .  „,„A  _  (-  P dn  +  Dgdv)  A  +  (./D  rft/  -  Q  dv)  H 

^jj^  u\n^}—  Gdu  +  lidv 

On  observera  que  A,  lî,  G,  II  sont  des  fonctions  indépendantes  de  la 
forme  de  la  surf^icc  (O). 

118.  Du  pinceau  des  langenlcs  aux  courbes  issues  du  plan  nor- 
mal de  l'une  d'elles.  Équation  différentielle  des  surfaces  Irajcr- 
I  )ires.  —  Etablissons,  parallèlement,  Téquation  de  la  variation  du  plan 
langent  en  un  point  de  la  tangente  en  M  considérée  comme  faisan l 
partie  du  pinceau  des  tangentes  infiniment  voisines  aux  courl)es  {('.') 
ft  dont  les  points  de  contact  sont  tous  situés  dans  le  plan  normal  en 
M  à  (C  ). 

i.cs  é(pialions  de  la  tangente  en  M  sont 

X  cos'^  -I-  Y  sin  cp  —  p  =  o^i         Z  =  o  : 

on  trouv(Ma,  comme  dhabilude,  à  l'aide  des  <''(piations  (  F'),  les  ('-([ua- 
lions  de  la  tangente  «-n  M';  éliminant  /,  on  ohlieni,  ])our  ri'qnalion  de 
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la  projection  sur  le  plan  des  XY. 

[-,M.-l-X  +  Y(-^../.+  ;|.A)]eos, 

—  p  +  ( —  X  sin^  -h  Y  cos^)  f/o  —  A/>  =  o, 

dans  laquelle  do  est  encore  indéterminée;  on  exprimera  sa  valeur  en 
l'onction  de  du  et  dv  en  écrivant  que  le  point  M'  est  dans  le  plan  nor- 
mal en  M  à  (C),  c'est-à-dire  que 

—  AXsinç.  -t-  AY  coso  =  o. 

Suhsliluant  iX  et  AY,  il  vient 

—  fdii  sin  9  +  ^'  dv  cos  o 

/  di;     ,  df     j   \  d-ji     ,  d-/i     ,  i  d-/)  \    , 

-h  n    -^  rff ^  du    -f-  y-V-  du  4-  ;t-V  di-  -l-    «  -H  -yh;  W/c  =  o . 

'    ^  /du  ,i'(7r         /         dodu  d'^di'  \'  i"''-?'/      ' 

Uemai'cpions  d'ailleurs  que 

^,         f?G  ,    .  f/-/'    (/ /  d-p 

par  conséquent,  on  peut  écrire,  pour  définir  do. 

Mais,  si  R  désigne  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  courbe  [C) 

on  en  déduit  définitivement 

/  /    /    '"'  G'\  ,    /  n'A'     ,     ir\ 
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iH,  par  c()iis(!'(|uoiit,  pour  l\''(|uaLioii  de  la  laiigente  projclée 

\  coscp  -J-  Y  siiio  —  p 

^  [  -  fdu  -^^{---i.  du  +  ^  fA-)]  coscp  -  %  du  ^  J  .A- 
-^    —  ir  dv  -H  X  (  —  -T§-  dv  H ^  du  ]    siii  o 

Prenons  un  point  P  sur  la  tangente  en  M  et  menons  par  ce  poinl  un 
plan  normal  à  la  tangente;  il  coupe  la  seconde  tangente  et  sa  projecliiMi 
aux  points  P'  et  p.  Il  est  clair  que  l'angle  du  plan  tangent  en  P  à  la 
surface  élémentaire  du  pinceau,  avecXOY,  est  défini  par  la  relation 

tangO=;;^. 

V p  ne  dillere  pas  du  AX  du  point  P;  quant  à  Pp,  c'est  la  distance  du 
poinl  P  à  la  projection  de  la  tangente  en  M';  c'est  aussi  la  valeur  que 
prend  le  second  membre  de  l'équation  de  cette  projection,  quand  on  y 
substitue  aux  coordonnées  courantes  les  coordonnées  X  et  Y  du  point  P: 
celles-ci  ne  sont  d'ailleurs  assujetties  qu'à  vérifier  l'équation 

X  cos  9  -f-  Y  sin  cp  —  ^  =  o  ; 
il  vient 

—  V p  =  /coscp  du  -+-  g  sino  dv 


+  ^JifJ^du  -^-dç)+fdu+f  d., 

do\gdv  fdu        I        du  de        ' 

ce  (jui  conduit  à  l'équation  du  pinceau 

(_  p  du  +  D-  dv)X-h  (  D/du  —  Qdi')Y 


langO 
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mais,  puisque  P  csl  sur  la  langontc  en  INI,  ou  peut  toujours  poser 
X  =  A  —  /sino,  Y  =  B  +  /coscp, 

où  A  et  B  out  les  valeurs  données  plus  haut,  et  /désigne  la  distance  PM. 
Tenant  compte  des  valeurs  de  G  et  H,  on  a 

__..  _  (—Pda  +  D.y  f/c)(  A  —  /  sin s)  +  (/D  r/u  —  Q  f/c) (  B  +  /coso) 

'     '^  „    ,         ,,,         G'(/w -t- HV/c 

G  du  -+-  Hf/c  H / 

K 

119.  Equation  des  foycis,  des  direcfio//s pri/icipales.  Condition 
d' orthogonaliU' .  Elle  est  indépendante  de  la  forme  de  la  surface  de 
référence.  —  Aux  foyers  du  pinceau,  les  plans  tangents  des  surfaces 
élémentaires  sont  invariables,  quels  que  soient  du  et  dv.,  on  a  donc 

,  _  —  P (  A  —  /sin o)  +/D( B  +  /cos a)  _  D,A^(A  — /siiKf)  — Q(B  +  /cosç>) 

à\n\  Ton  lire,  en  introduisant  les  rayons  de  courbure  priucipauv  de 
(  (-)  ), 

tanati  B-l-/coso  A — /sina 


4^       GB,^Pn-^'^^£^^^^^t       GQ+/DH+<^'QV'^"'>/ 

Si  l'on  remarque  enfin  cjue 

A  cosç  -t-  B  sincp  =  p, 
A'  =  — Rsintp,         B=Rcos9, 

ou  trouve,  pour  l'équation  des  plans  principaux, 

.    tangnj(HG'-GH')       ^ 

+  tangO[Q(BG' -  GB')+/D(BH'- IIB) 

-  P(AH'—  HA'-  é'D( AG'  -  GA')]  -  -^-^j^  =  o. 
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IvC  produit  des  deux  valeurs  do  tangO  est  Indépendant  de  la  forme 
(le  (O).  En  particulier,  si  Ton  veut  que  les  plans  principaux  soient  rec- 
lauifulaires,  on  écrira 

(W)  HG'-GH'=^ii|^; 

mais  il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Bertrand  que  si  les  plans  princi- 
paux du  pinceau  sont  rectangnlaires,  la  surface  trajectoire  des  courbes 
(C)  passant  par  M  existe.  Si  donc  Téquation  précédente  a  lieu  pour 
tous  les  points  de  (C),  c'est  que  les  courbes  telles  que  (C)  sont  les 
trajectoires  d'une  famille  de  surface*. 

La  g-énéralisation  que  nous  avions  soupçonnée  se  trouve  ainsi  réa- 
lisée :  si  des  courbes  (C)  tracées  dans  les  plans  tangents  d'une  sur- 
face (O)  sont  les  trajectoires  d'une  famille  de  surfaces,  on  peut 
déformer  (O)  comme  on  twut,  chaque  plan  tangent  entraînant  la 
courbe  qu'il  contient,  et  le  faisceau  des  courbes  (C)  Jouit  toujours 
de  la  même  pi-opriété. 

120.  Étahlissement  direct  de  la  condition  d'or thogonalité.  —  11 
nous  est  facile  d'établir  cette  importante  proposition  sans  faire  aucun 
emprunt  géométrique.  Supposons,  en  effet,  qu'il  passe  en  M  une  sur- 
face trajectoire  des  courbes  (G),  son  équation  différentielle  n'est  autre 
(pie  la  condition  trouvée  plus  haut 

qui  définit  la  différentielle  totale  de  ©;  cette  quantité  existera  donc  si 


d  1  df 

d\i;d,' 

G'\         d  f  d^         H' 
~    \k)'^  du  \fdu  '^   R 

développant,  en  tenant  compte  des  équations  de  Codazzi, 

f^P        df   .  ds 

R1R2         d\-         '         du  ^ 

G '  rfR        W  dK        dG^  d^        ^  ^  _    ^'P    AL  _l     ^P     ^q 
~^  'Vilh-   ~    K  'dîi  "  Ih    di-  '^    di   du         do^dv  gdv         dfdufdu 
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mais  on  a  les  ivlations 

r/^ ^  _  LL'  '''"!         ''•'         ^'' 

.  clv~''  fdu  ~  "K  '         du  '~^  J7/7-  "~  "R 

dG'  ^  d'p    df  cPp 

d-^  •'  '  (Ai^   o-rfc         d'Y  du 

dW  .  ,f>p    dff  d'n 

—  —  —  "•  sm  p — —  -J '^  - 


rtU 


d'^  o  -'    r         ,/^3  yv/«         (/oV/c 

^/a'  H'\ 

/du  hj' 


m  _  dp    ^      d'p  (dp         d>p 


di-        di-        dfdi'        \d-ç.  d-:.'' 

du        du  "^  do'du        \d-^         dfj  \       gdv  R 

EiîerlLiant  toutes  les  substitutions  et  les  réductions,  il  vient  (.'^6). 

121.  Troisicnir  mcthode  pour  Vélablir.  —  .Nous  avons  déjà  bien 
insisté  sur  cette  équation  d'orlhogonalité,  mais  nous  ne  pouvons  ne  pas 
signaler  comment  on  y  pai'vienl  (peut-être  de  la  façon  la  plus  simple) 
en  partant  d'un  théorème  de  Joachimsthal. 

Deux  courbes  (C)  et  (C')  successives  forment  une  bande  de  suilace, 
si  Ton  exprime  que  les  tangentes  en  M  et  M'  se  rencontrent;  comme 
M\M  est  normale  à  (  C).  cela  veut  dire  que,  sur  celte  bande  infinimeni 
étroite,  MM'  est  la  direction  d'une  ligne  de  courbure  :  par  conséquent 
(  C  )  est  tangente  à  l'autre  ligne  de  courbure.  Donc,  si  l'on  mène  deux 
plans  tangents  consécutifs  le  long  de  (C)  à  la  bande  en  cjueslion,  ils 
devront  se  couper  suivant  INIM';  mais  comme  cet  élément  est  dans  un 
plan  normal  à  (C  ),  cela  n'aura  lieu  cju'autant  que  l'angle  0  ne  variera 
pas  le  long  de  (C).  Au  fond,  cette  observation  coïncide  avec  celle  faite 
par  Joachimsthal,  d'où  il  a  déduit  que  le  plan  d'une  ligne  de  courbure 
plane  coupe  la  surface  suivant  un  angle  constant. 

Ainsi,  exprimons  cjue,  le  long  de  (C),  tangO  ne  varie  pas,  et  nous 
aurons  l'équation  en  du  et  dv  des  plans  principaux  du  pinceau  consi- 
déré au  §  118.  On  trouve  ainsi 

|^_  \ydu  +  D-fA)A'  +  (/Df/M  -  Qrfp)B'](GrfM  +  HrA) 

-  {G'du  +  nvA)[(-  Vdu  +  DgdK)A  +  (fDdu  -  Q^c')B  |  =  o. 
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Siibstiluanl  k-^  sa  valcnrcii  rimciion  de  lani;0,  on  rctrouvcrail  IV-qua- 
lioii  olaljlie  plus  haul. 

122.  Equation  des  imafics  principales  relatives  à  une  trajec- 
toire. —  L'équalion  qui  dcHonniuc  les  images  principales  du  pinceau 
iV^i'  laugenles  aux  courbes  ((')  esl  développée  : 

dur\-  P(AG'  -  GA')  +  /D(BG'-  GB' )J 

-^  du  rA[  -  P(  AH'  -  HA')  +  -D(AG'  -  GA') 

+  /D(BH'-  HB  )-  Q(BG'-  GB  )| 
-+-  ^A  =  1  -  Q(BH'-  HB' )+  i^D(AH'—  HA')  ^  o. 

Si  Ton  exprime  que  ces  deux  directions  sont  conjuguées,  on  Ironve 

/(  BH'  -  HB  )  ^-  é'  (  AG—  GA')  =  o, 

(jui  esl  indépendante  de  la  forme  de  la  surface. 

125.  Recherche  des  faisceaux  de  courbes  identiques  entre  elles, 
normales  à  des  surfaces.  La  surface  enveloppe  des  plans  est  appli- 
cable sur  la  sphère.  Equation  différentielle  des  courbes.  —  Comme 
première  application,  cherchons  s'il  est  possible  de  trouver  des  courbes 
identiques  qui  soient  normales  à  des  surfaces. 

Soit  (C)  Tune  de  ces  courbes  et  P  un  point  de  son  plan  qui  lui  soil 
invariablement  lié;  on  peut  toujours  supposer  que  le  réseau  (u,  p)  a 
été  choisi  parallèle  à  deux  droites  liées  invariablement  à  C;  soient  à 
chaque  instant  a  et  b  les  coordonnées  du  point  P.  Il  est  clair  que,  si  l'on 
exprime  j9  en  fonction  de  la  distance yj,  de  P  aux  tangentes  de  (C),  on 
aura  séparé,  d'une  part,  les  quantités  fonctions  de  (m,  t'),  et,  d'autre 
part,  celles  qui  ne  tiennent  cju'à  la  courbe  elle-même.  On  a 

p  =  a  cosç;  -I-  b  sino  -t-  /', . 

où/),  esl  une  fonclion  de  o  seulement.  Subsliluanl   dans  i"(''(pialion  de 
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condition,  il  vient 


r/f/fl       I    ffs-\  [dh  (lf\ 

(         '         ds;  dh\  i '  ,     df  daW 

Vf,         dn\  ds  da     df'\ldp,    .  ,    d'-p, 

+  K^^  ^  'd.)t^^'  -^  -d-uJdlAK-  7f,''''1^-d^  ^'"'^ 

R(/j,  +  a  coso  +  6  sin-i) /i,' 


~  R,R, 

Telle  est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée.  Elle  doit  mani- 
festement, d'après  l'hypothèse,  être  indépendante  de  u  et  c,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  chacun  des  ternies  fonction  de  «,  v  divisé  par 

est  constant. 
JS 
Mais  il  résulte  de  ceci,  tout  d'abord,  que  a  et  h  sont  constants. 

L'équation  se  réduit  immédiatement  et  devient 

-  R.  U.,  +  R,  R.,  -p^  ('^  sins  4-  5^  COS5  -  a) 

+  R.R^^(_^cos<p  +  ^sino-/.) 
'     ^  fgdv  \        do         ~         d'^-  '  / 

=  R(/?, -h  acosç'+ isin:p). 

On  voit  aussi  que  le  produit  des  rayons  de  courjjure  principaux 
de  (O)  doit  être  consUint.  La  surface  (O)  est  donc  applicable  sur  la 
sphère  ou  sur  la  surface  de  révolution  qui  admet  pour  m(''ridienne  la 
Iractrice. 

On  remar<picra  que  les  quantités     j',  >   ^J, ,  doivent  être  aussi 

constantes,  mais  ce  sont  Içs  courbures  géodésiqucs  des  (^u)  et  (r). 

D'après  un  théorème  dû  à  M.  Liouville,  toute  ligne  faisant  un  angle 
constant  avec  (^ii)  ou  ((■■)  aura  aussi  sa  courbure  géodésique  constante; 
on  pourra  donc  prendre  tels  axes  que  l'on  voudra  autour  de  (O),  et 
i'écpuUion  conservera  toujours  la  forme  ci-dessus;  mais  il  est  un  sys- 
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liMiic  d'axes  (jui  siinposo  natiircllemcnl  :  je  veux  parler  de  eeliii  pour 
lequel  les  lignes  (t-)  seront  géodésiques.  On  obtient  ainsi  le  réseau  des 
méridiens  et  des  parallèles  de  la  surface  de  révolution  sur  la([uelle  (()) 
esl  applicable. 

(^n  doit  avoir,  d'après  ce  qui  précède, 

•'' ~    '         gdu~K' 
et,  d'après  une  des  formules  de  Codazzi, 

RTHj  "*"  g  du-  ~  '^' 
on  en  déduit  sans  difficulté 

I  I 

hTïï;  "^  k^  "^  °' 

mais  notre  équation  devient 

K^_K(^|isincp  +  ^cos9-aj 
=  ipt  +  -rr-)  ( Pi  +«coso  +  èsincp); 

il  convient  de  poser 

b  ^  o,         a  =  —  K, 

ce  qui  conduit  à  l'équation  définitive 

Up,  +  K  ['-('/  sino  —  p,  C0S9  )  =  o. 

L'origine  est  maintenant  le  centre  de  courbure  géodésicpie  du  pa- 
rallèle; c'est,  si  l'on  veut,  le  point  situé  sur  l'axe  de  révolution,  lors(pic 
la  surface  est  sous  la  forme  de  révolution.  Si  l'on  considère  deux  axes 
rectangulaires,  dirigés,  l'un  suivant  OX,  l'autre  perpeudiculairement 
et  à  partir  de  la  nouvelle  origine,  l'équation  dillérenlielle  de  la  couriie 
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poiil  s'écrire 

p\\  ^  Kx. 

Nous  résumerons  tout  ce  qui  précède  comme  il  suit  : 

On  peut  drplacer  une  courbe  plane  dans  l'espace  de  telle  façon 
que  le  faisceau  de  toutes  ses  positions  constitue  le  faisceau  des  tra- 
jectoires d'une  famille  de  surfaces.  Si  l'on  fait  abstraction  du  cas 
des  droites,  la  su?  face  enveloppe  du  plan  des  courbes  est  applicable 
,sur  la  sphère  (^réelle  ou  imaginaire).  La  courbe  est  telle  que  le  pro- 
duit de  son  rayon  de  courbure  par  la  distance  d'une  certaine  ori- 
gine à  la  tangente  est  proportionnel  à  l'abscisse. 

124.  Sur  deux  cas  particuliers  auxquels  ne  s'appliquent  pas  les 
calculs  précédents.  —  H  y  a  deux  cas  particuliers  qui  ne  rentrent  pas 
dans  la  règle  que  nous  venons  d'énoncer,  ce  sont  ceux  qui  infirment  les 
calculs  exécutés.  On  remarquera  en  effet  que,  dans  le  courant  des  opé- 
rations qui  ont  servi  à  étal)lir  la  formule  générale  ou  celle  dont  nous 
venons  de  faire  rcxamen,  on  a  midliplié  par  R  et  par  R,  R^,  admettant 
implicitement  qu'aucune  de  ces  quantités  n'était  nulle  ni  infinie.  Il 
conviendra  de  les  examiner  à  part. 

125.  Système  cyclique  où  tous  les  cercles  sont  identiques.  — 
Revenons  à  l'étude  particulière  des  trajectoires  planes  identiques. 
Rien  que  l'équation  des  courbes  en  question  soit  extrêmement  simple 
en  apparence,  nous  n'avons  pu  en  trouver  l'intégrale  générale;  il  est 
seulement  une  solution  particulière  mise  en  évidence  qui  corres- 
|)ond  à 

R  =  K,         p  =  x. 

Les  courbes  sont  alors  des  cercles  ayant  leurs  centres  aux  points  de 
contact  des  plans  tangents  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  racine  carrée 
du  jtroduit  des  rayons  de  courbure  principaux  cliangé  de  signe. 

<Jn  peut  construire  un  système  cyclique  dans  lequel  tous  les  cercles 
trajectoires  sont  identiques;  la  surface  enveloppe  de  leurs  plans  coïn- 
cide avec  le  lieu  de  leurs  centres,  elle  est  applicable  sur  la  surface  de 
révolution  qui  a  pour  méridienne  la  tractrice. 
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Loi'S([UL'  les  courbes  onl  toute  leur  généralité,  leurs  surfaces  trajec- 
toires ne  font  pas  partie  d'un  système  triplement  orthogonal,  car 
l'équation  en  du,  </t' des  images  principales  contient  encore  p  cl  It. 
Four  le  système  cyclique,  au  contraire,  le  syslème  existe. 

120.  R/'c/icrchi'  gc/icralc  des  systcmcs  cycliques.  —  Appli([ui)ii> 
encore  les  formules  trouvées  plus  haut  au  cas  déjà  élucidé  diflérem- 
nient  où  les  courbes  (C)  sont  des  cercles;  on  sait  d'avance  que  la  solu- 
tion a  une  grande  généralité. 

Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  (C),  R  le  ravoii 
de  celui-ci;  on  a 

p  =  acoso  -t-  b^'mo  -+-  R. 

où  rt,  b  et  R  sont  simplement  fonctions  de  //  et  r. 

A  =  a -f- Rcosç),         B  = />  H- llsiu'^, 

,.         d\\  [  i-       i     (if  da\  .        1       df  db  , 

du  '   Y  ,^' di'         du/  '  \     i,'rfi-         du 

.,,              .        /   .       ,    df          da\                   [      df  db  . 

(  T  =  -  sni  o     A  -I-  />  -~  -f-  -j-     —  cos  ç    a  — :; -7-    - 

'   Xy  g  dy         du  I  '   \     g  d^'         (lu  ' 

j,         dW           ■         (                 d^           db  \                    .  ,    di;  da  , 

H  =  -r  -H  i^iii?  Ur +  ^  l~r  +  "T  ^  coso    b-— -p    . 

II,  /  d^  dh\  ■        Il    dis  da  \ 

H  =  coso  [g  +  «  j77„  +  ^  )  +  «nio  (  />  j^^  -  ^  )• 
l']n  les  écrivant  sous  la  forme 

(t  =  -; — h  M  coso  —  N  sino,         G'  =  —  M  sino  —  \  coso, 

du  '  '  '  ■ 

H  =  -T7  -h  M'sino   -  \  coso,  H'  =  M'coso  -f-  N'sino. 

l'équation  dorlhogonalilé  devient 

H,  H, 

'  V        dv  du  l<iH.,  /  '   ^        </r  du  H,  h, 

et  il  faut  (jue  cette  relation  ail  lieu  (|uel  (pie  soit  l'angle  0. 
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On  pourrait  transformer  cette   équation   en  mettant  en  évidence 

tang-^;  on  obtiendrait  une  équation  du  second  degré  par  rapport  à  celle 

quantité,  d'où  l'on  déduirait  le  théorème  du  n"  100,  à  savoir  que,  si 
des  cercles  sont  normaux  à  trois  surfaces,  ils  le  sont  à  une  infinité. 
Mais  on  voit  immédiatement  que  l'équation  trouvée  plus  haut  ne 
peut  être  indépendante  de  çi  que  si  l'on  a  à  la  fois 

NN'-MM'-  ^4f  =<^ 

n,  n, 

^(n\        ^,,dR         afyR 
dv  du  Hi  n, 

J27.  Rcduction  du  problème  à  un  système  canonique.  —  Il  s'agit 
maintenant  de  ramener  ces  équations  à  un  système  canonique,  c'est- 
à-dire  d'arriver  à  ne  faire  tout  dépendre  que  d'une  seule  étjuation  au\ 
différentielles  partielles,  les  deux  autres  équations  étant  ou  résolues  ou 
ramenées  aux  quadratures. 

Multiplions  la  seconde  des  équations  (37)  par  N  et  la  troisième 
par  M,  puis  retranchons  en  tenant  compte  de  la  première,  il  vient 


on  trouve  de  même 


R^_aM  +  />N  =0; 

du 


R;^+aN'-iM'=o, 

d^• 


et  il  suffira  de  prendre  l'une  des  trois  premières  équations  pour  avoir 
un  système  complet,  déjà  réduit. 

Nos    deux  dernières  équations   conduisent  immédiatement  à  une 
conséquence  bien  remarquable;  elles  peuvent  s'écrire,  en  effet, 


du 

da 
du 

,  db 
-^di, 

=  af, 

dv 

da 

—  a-T- 

j  db 

di' 

=  hg 
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Posons 

K-- («=  +  />-)  =  2 Z; 

les  (■■(|u;ili()iis  |)n''C(''(Ii'iilcs  doniieiil 

dL  ,         (CL 

Il  csL  facile  de  doiiiu'i'  une  significa lion  géométrique  à  touL  ceci. 
Décrivons  de  lous  les  points  de  (O)  comme  centres,  des  sphères 
telles  que  le  carré  de  leur  rayon  soit  égal  à  —  2Z.  leur  équation  sera 

■r-  +  y--hz-  ——  l'L. 

les  étjuations  de  leur  rorde  de  contact  sont 

dZ  dZ 

(roirn"  55).  Euliu  la  puissance  du  pied  de  leur  corde  de  contact  sur 
le  plan  langent,  puissance  prise  par  rapport  à  la  sphère  enveloppée, 

est 

.,      /  dï  y      (  dZ  Y 
■^-"^^[jdT^-^Kjdl)^ 

c'est-à-dire  précisément  le  carré  du  rayon  du  cercle  (C). 

128.  I nier  pré  lalion  des  résultais  précédents  à  l'aide  de  la  Géo- 
métric  imaginaire  de  M.  Laguerre.  —  Il  résulte  de  ceci  que  l'enve- 
loppe de  sphères  auxiliaire  à  laquelle  nous  sommes  conduit  par  le 
calcul  sera  imaginaire  quand  les  cercles  (C)  seront  réels,  et  inverse- 
ment. En  adoptant  les  idées  de  M.  Laguerre,  sur  les  transformations 
imaginaires,  on  obtient  ici  im  exemple  intéressant,  conduisant  tou- 
jours à  une  propriété  réelle  associée  à  une  propriété  corrélative  s"ap- 
pliquant  à  des  quantités  imaginaires;  lorsque  celles-ci  deviennent 
réelles,  le  premier  théorème,  tout  en  subsistant,  s'applique  à  sou  tour 
à  des  quantités  imaginaires. 

Journ.  de  Math.  ('('  série),  lome  VII.  —  l'asc.  III.  iSyi.  ''"H 
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Nous  (lirons  avec  xM.  Laguerri' qu'un  cercle  esl  1  inia^c  d  un  ]Miinl, 
eu  considérant  \o  cercle  comme  la  ligne  double  réelle  du  cùue  isolrope 
(sphère  de  rayon  nul),  passant  par  le  point  supposé  imaginaire.  In- 
versement, étant  donné  un  cercle  imaginaire,  il  sera  représenté  par 
deux  points  réels  qui  sont  les  sommets  des  cônes  isotropes  passant  |iar 
ce  cercle. 

Dans  noire  espèce,  les  cercles  {  C)  et  les  points  où  les  sphères  auxi- 
liaires touchent  leurs  enveloppes  constituent  un  système  d'images 
i(''eipro(pies.  En  effet,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe 
sont 


<rA  _    r/Z 
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cl  la  sphère  de  rayon  nul 

(x  -  ;)-  +  (y  -  r,  )'  +  (  ;  -'Ç?=  o 
esl  coup(''e  par  le  plan  des  X\  suivant  le  cercle 

c'est-à-dire  prcHisénieiit  le  cercle  (C). 

120.  La  <-oiiiiaissancc  (/'(///  .système  (■\iliqiic  ('qiti<.(iiil  à  celle 
(l'une  eiweloppe  de  sphères  telle  que  les  points  focaux  des  cordes  de 
contact  soient  conjugués  harmoniques  par  /apport  auv points  de 
contact,  et  irn-ersement.  —  Ainsi  les  trois  (juanlités  a,  b.  Il  sont  expri- 
mées en  fonction  dune  seule  quantiti'  Z,  et  nous  venons  île  montrer 
commeut  t'Hes  lui  sont  liées  géomélricpieiucnl.  ^ous  a\ous  mainlcnanl 
à  cheri  lier  l  é(puilion  différenlielle  à  la([uelle  salisfail  Z,  car  on  \oil 
(|ii'il  l'an!  encori'  lenir  compte  de 


XN'-MM  _  |, 


\Vf: 


mais  d  se  lidiue  ipie  nous  avons  déjà  elléclu(''  les  calcids.  cl  iimmuc 
(picn  irnconlianl  ici  l'équation  préc(''d('nle  nous  pouxons  imini'dialc- 
iHinl    I  nilc'iprc'ler    géoiuc-liirpiemenl.    l{e|i(Ulous-nons.    en    dlél.    au 
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11"  (>.'i,  cl  clicrcliDiis  quel  est  le  produiL  des  dislances  locales  relaiivcs 
au  faisceau  des  droites  normales  aux  plans  des  cercles  (C)  el  |iassarii 
par  leurs  eenlres,  ou,  si  Ton  veut,  du  faisceau  des  cordes  de  conlacl  de 
noire  enveloppe  de  sphères  auxiliaire.  Ou  a 

'WLJfî       If       (la  (If   j\(  db         ds      \ 

(dh  df      \  (da  d^  j\ 

-[di,-jd:-vU--fi;;V  =  ''- 

mais  la  |u'ciuière  des  équations  (37)  donne 

K-/V    ,    /  -.        (/a  df   ,\  /  db  dg\ 

U,Ito         y  du         ^'(U'     /  \~         dv  fdiii 

'  (db  df      \  (da  diï   ,\ 

de  (elle  sorte  (|ue  cette  dernière  écjuation  équivaut  à  la  relalion  i^éoini'-- 
lri(pie 

R^=-Z,Z,. 

Mais  si  "C  désigne  la  distance  d'un  point  de  l'enveloppe  de  sphères  au 
plan  XOY,  on  a  vu  que 

R^  =  -  r^  ; 
ou  a  donc  délinilivenient 

^'-Z,Z,  =  o('), 

150.  Equalion  différentielle  du  problème  el  définili'.e.  InU''<f  ra- 
tion dans  le  eas  où  (O)  est  développable .  —  Il  faut  aussi  former  ré(jua- 
lifui  différentielle  des  systèmes  cycliques.  Prenons  les  coordonnées 
syniétricjues  imaginaires,  nous  aurons  immédiatement  (d'après  les  for- 
mules du  n°  66), 

'Ç-  =  -(-2Z-h!ik-al>)] 

(')  Le  Mémoire  original  donnait  dans  cette  dernière  équation  le  signe  +  au 
lie\i  du  siffue  — . 
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(i,  h,  c  oui,  les  significations  habiluelles  : 


rfZ  .         rfZ 


a  =  vTj-'         l>  —    ,  , 


c  = 


V^dxdy 


<  )ii  ne  jK'ul  songer  à  inlégrcr  (.îH^  (riuic  l'aron  générak',  le  pi'ohlrMii' 
('lant  du  même  ordre  que  celui  de  la  recherche  de  toules  les  surfaces 
applicables  sur  une  surface  donnée.  Montrons  seulemcnl  counuenl  on 
intègre  lorscjue  la  surface  (O)  est  développable.  Dans  ce  cas.  rr'(|ualion 

se  réduit  à 

,  , o        ,  da  db  . 

on  peut  toujours  supposer  que  le  \  est  égal  à  l'unité  puisque  la  surface 
est  applicable  sur  le  plan  ;  par  conséquent,  il  vient  simplement 

y  "^  -  iJTy)  ~  "^  dF'  dy- 

Posons 


et  récpialion  se  ramène  à  la  forme  bien  connue 


d.rdrj         d.v-  dy- 

dout  l'intégrale   s'obtiendrait  en  éliminant  le   paramètre  a  enlre  les 
é(juations 

ji  =  ax -f-/ (a)/ —  F  (a), 

o  =    X'  +/'(«)  V  —  FTa). 

(')  L'inlégration  de  celte  équation  a  été  faite  par  M.  Tresca,  ingénieur  des 
Fonts  et  Chaussées,  auquel  nous  avions  communiqué  l'équation  générale  des  sys- 
tèmes cycliques. 


THÉORIE    GÉNÉRALE     DES    StUF.VCES    COURBES.  'liVi 

131.  Jiifrrpiétation  gconicfriquc  de  l'intégrale  pircrdrnlc  — 
U  est  fort  facile  maintenant  d'interpréter  ces  résultais.  K('iiiiii(|ii()iis 
(|U('  Ion  a,  on  passant  aux  coordonnées  reclanifulaires  it  d  r  poin-  Ics- 
.|iicllrs 

./;  +  ly  =  II,         X  —  iv  =■  r. 

..  =  «[a  -  //  (a)]  +  i'[a  +  //  (a)J  -  F  (a), 

()  =  wj  I  -  //■'(«)]  +  r[[  +  ?■/'(>•)]  —  F'(a), 
cnlin 


M  et  V  sont  les  coordonnées  reetani^nlaires  du  ponit  (  ),  lenlic  de  la 
sphère  de  rayon  y/ —  aZ.  Calctdons  les  coordonnées  d'un  des  points  de 
Tenveloppe  des  sphères;  d'après  la  théorie  qui  précède,  elles  sonl.  !ela- 
tivenienl  à  la  nouvelle  orii;ine, 

d7.  d'L 

au  '  rtr 


mais  l'écpiation  en  t-  peut  s'écrire 

-  =  "?+'•?(?)-*(?), 
o=:«     -^co'{'^)-*P'Ç^); 

ou  eu  d(''duit  sans  |)eine 

CM))  ■C'+3-  +  9(p)=  =  2$(^). 

Ainsi  les  coordonnées  de  l'enveloppe  sont  des  fonctions  dun  niéuie 
paramètre;  donc  chacune  clca  nappes  de  celle  emeloppe  se  réduil  à 
une  coiirhe  gauche,  si  l'on  suppose  (O)  aplanie. 

152.  Définition  directe  et  sans  imaginaires  dessystènies  cycliques 
dont  les  piftns  enveloppent  une  dèveloppahle.  —   Mais  ceci   ne  suffi! 
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|)iis,  car  à  cliiuiiie  point  de  la  courbe  i^auche  corresjioiid  un  cercle,  el 
l)Ourtant.  il  y  a  une  infinilé  de  points,  tels  que  O,  qu'il  faut  considérer 
comme  associés  au  même  cercle.  Quel  est  le  lien  qui  existe  entre  les 
points  et  l'un  des  cercles?  C'est  ce  qu'il  s'agit  d'établir.  Géométrique- 
ment on  voit  bien  que  tous  les  points  O  correspondant  à  un  point  M 
(le  la  courbe  gauche  (M)  doivent  être  rangés  sur  la  trace  du  plan  nor- 
mal à  (M),  et  analvtiquement  on  voit  cpie  Téqualion  du  lieu  de  ces 
points  O  est 

?/.  +  rcp'(^)-(I)'{^)=o; 

mais  loiscpie  la  courbe  gauche  est  imaginaire  (ce  qui  est  le  cas  intéres- 
sant, puisqu'alors  seulement  les  cercles  sont  réels),  comment  la  droite 
lieu  des  points  O  est-elle  liée  aux  cercles?  R^  est  égal  au  carré  du  'Ç  du 
point  INI  changé  de  signe;  donc,  en  vertu  de  léqualion  (.5()),  celle  du 
cercle  image  du  point  M  est 

et  si  l'on  cherche  la  corde  de  contact,  lorsque  [b  varie,  il  vient 

?/-t-co'C|i)— <i>'(;5)=o, 

ce  qui  est  précisément  la  droite  lieu  des  points  ()  associés  au  cercle 
image  du  point  M. 

En  résumé,  pour  obtenir  le  système  v.ycliquc  le  plus  général,  ad- 
mettant comme  eni^eloppe  une  surface  fUhe/oppable,  il  faut  tracer 
tlans  un  plan,  une  enveloppe  de  cercles  arbitraire,  mener  toutes  les 
cordes  de  contact,  puis  enrouler  le  plan  comme  on  veut  et  faire  cor- 
respondre à  chaque  point  d'une  corde  de  contact  le  cercle  qui  lui  a 
donné  naissance. 

155.  IJ équation  différentielle  des  surfaces  trajectoires  des 
'■ou  rbes  planes  est  indépejidante  de  la  forme  de  (O).  Propriétés  com- 
plémentaires du  système  cyclique  à  cercles  identiques.  —  Il  n'a  cer- 
tainement pas  échappé  que  l'équation  donnée  au  n"  120,  des  surfaces 
trajectoires  d'une  famille  de  courbes  planes,  est  indépendante  de  la 
forme  de  la  surface  (O),  de  telle  sorte  que,  si  Ton  a  intégré  les  Irajec- 
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loircs  jioui'  une  forme  de  (O),  celle  inlégrale  coiivienl  à  loulcs  les 
loniK's.  Dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  traiter,  les  surfaces 
Irajecloires  des  cercles  se  réduisent,  à  la  limite,  au\  courbes  lraj.'(- 
loires  orthogonales  dos  cercles  tracés  dans  le  plan. 

Il  convient  aussi  de  signaler  que,  lorsc^run  système  cycli(|iie  csl 
loruié  (le  cercles  identiques,  les  surfaces  Irajecloires  sont  loules  appli- 
calilcs  sur  une  surface  de  r(''volutiou.  Dans  ce  cas,  on  a,  en  cll'el. 

A  =  Ivcoso.  B  =  Ivsino, 

(1  =  coso,  H  =  ^j'-sin-p, 

(•'  =  — sino,  11'^  i,'COsc!>, 

/■  -  <y    _   ' 

•'       '  '         irti"  ~  K  " 

L  r'(|uali(m  (pii  ildune  les  r/t/  el  (h-  d(>s  lignes  jiriiicipalcs  doil  cin'  la 
Mirme  pour  tous  les  points  du  cercle,  puisque  tout  système  cycli<pie  est 
liij)l('nienl  orthogonal;  au  demeurant,  en  sul)stituant  les  valeurs  (|ui 
|iii''(èdi'nl  dans  rc'qimlion  du  u"  122.  il  vient 

^/irl)  -f-  rJitd^i  Pg  -h  ())-h  dv-o-B  =  o, 

qui  n'est  autre  chose  que  Fi-quation  tles  lignes  de  courbure  tie  (O): 
mais  l'on  sait  que,  dans  un  système  cyclique,  le  lieu  des  foyers  des 
faisceaux  formés  par  les  normales  aux  surfaces  trajectoires  se  conqjosc 
de  deux  diamètres  conjugués,  tangents  aux  directions  qu'il  faut  suivi'e 
|)()ur  (|ue  les  cercles  soient  lignes  de  courbure  sur  les  surfaces  élémeu- 
laiii's  corr<'spondanles.  Dans  le  cas  présent,  comme  Faugle  de  ces 
diamètres  est  droit,  puisqu'ils  sont  dirigés  suivant  les  tangimti's  princi- 
pales à  ((  )).  il  est  clair  que  le  produit  des  rayons  de  courbure  |)iiuei- 
|iau\  sur  chacune  des  surfaces  trajectoires  est  égal  au  carié  du  ia\<in 
couslanl  des  cercles,  changé  de  signe.  Ce  c|ui  précède  complèicce  (|ue 
uous  a\ions  à  exposer  au  sujet  de  ce  système  cyclique  si  bizarri'.  Pour 
rt'suuier  ses  propriétés,  nous  dirons  :  Le  système  cyclique  d('ri'>('  de 
cercles  identiques  admet  pour  Irctjectoires  des  surfaces  applicables 
sur  tu  surffice  enceloppe  du  plan  des  cei'cles  et  sur  la  surface  de 
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/•('■io/////o//.  ayant  pour  méridienne  la  tract rice.  Sui-  toutes  eea  suï'- 
facc.s,  les  lignes  de  courbiij-c  se  co/'respondenf, 

I."i.  Intégration  des  systèmes  cycliques  loisque  la  sarfare  en- 
\eloppe  des  plans  est  un  point.  Dans  ce  cas  ils  sont  toujours  ortlio- 
gonaux  à  une  sphère  fixe.  —  L'équation  des  systèmes  cycliques 
s"iiitègre  aussi  dans  un  cas  autre  que  celui  des  surfaces  développables, 
(•"est  lorsque  la  surface  enveloppe  (O)  se  réduit  à  un  point.  Dans  ci- 
cas  la  formule  (38)  disparaît;  mais  il  est  facile  de  la  préparer,  de  telle 
sorte  qu'elle  donne  encore  la  solution  du  problème. 

Supposons  d'abord  que  (O)  soit  une  sphère,  on  a,  si  Iv  (b'sij^ne  le 
linon, 

f/-lop 
dx  dy 


l'I  ré(|ualion  des  systèmes  cycliques  est 

[ \  X-  d.r  dy  )  dx  \  k-  dx  )  dy  \V'  dy  ) \ 

Considérons  la  sphère  de  rayon  unité  et  exprimons  tout  en  fonction 
de  ses  éléments,  images  semblables  à  ceux  de  la  sphère  considérée,  et 
aussi  en  fonction  du  rayon  de  cette  sphère.  11  suffit  manifestement  de 
remplacer  X  par  XK  (où  \  est  relatif  à  la  sphère  image). 

Li'qualion  du  problème  peut  donc  s'écrire 


;/ Iv-  +  L\  -r-  -r-  ~A  -, — ^  +  A- 


K- 


'  dx  dy  A-/   dx  dy 
d'^Z     y-       ,   d  /    d7.   \   d 


\-  dx  dy  I  dx  \ À-  <t.v  /  dy 

A-  =  o; 


Jlz_^-^ 


dx  d\ 
l'on  passe  à  la  limite,  K  devient  nul;  il  reste 


dZ  dZ 
d^t  dy 


^        [>-'  [d^fdyj  dx  \1-'  dx  )  dy\r'  dy  l\  ~  ^'' 
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mais  on  ip;nore  ce  qu'est  au  jusle  la  fonction  Z.  11  convient  de  remon- 
ter à  l'origine  de  la  question.  Supposons  que  (O)  soit  une  sphère  doni 
le  rayon  K  tende  vers  zéro,  et  prolongeons  à  chaque  instant  les  nor- 
males à  (O)  jusqu'à  la  rencontre  de  la  sphère  de  rayon  unité  (pii  lui 
est  concentrique.  Prenons  également  sur  cette  sphère  des  axes  instan- 
tanés parallèles  à  ceux  qui  pivotent  autour  de  (O).  Soient  a,  A,  R  les 
(juantités  qui  définissent  le  système  cyclique;  il  est  clair  jquc  a  et  b 
sont  à  la  fois  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  par  rapport  aux  deux 
systèmes  d'axes.  Il  faut  remplacer  /  et  g  par  K/,  K^^  et  R,  Ro  par  Iv-. 
Dans  ces  conditions,  les  équations  du  n"  127  deviennent 

,1  f/R             da         ,  db  ,     ,. 

\\—, a-, b  -j-  ^=  ciKj , 

du  du  du  ■' 

T-,  dK  da         ,  db         ,  ,, 

rfc  dv  dv  ^  ' 

et  celle  du  n"  129  donne 

Ti.>  /■  /t-  y       <^'i  df    ,\  /,-  db  d<i      \ 

^'fg  +  (V+  Tu  +  ài- V  (^-^  ^  ^.  +  7^ "j 


b]=o. 


db  df       \  /' da 

^dit         o  dv     J  \dv         f  du 

Si  l'on  passe  à  la  limite,  il  vient 

(io)  R-  =  a'  +  b--CJ, 

où  C  désigne  une  quantité  constante  (et  cette  équation  remplace  les 
deux  premières  du  système  primitif),  puis 


(  »i) 


'  ^         f  du  \     da  du  ) 


df    f     da         ,  db\         da  db         db  da 
irdv\     dv  dv  I         da  dv         du  dv 


L'équation  (4o)  exprime  que  tous  ces  cercles  sont  normaux  à  la 
sphère  de  rayon  C  qui  a  pour  centre  celui  de  la  sphère  de  rayon 
unité.  Ce  résultat  découle  aussi  à  première  vue  de  l'intégrale  géomé- 

Journ.  de  Math,  d"  série),  tome  VU.  —  Fasc.  III,  1891.  •JJ 
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Iriqiio,  car  ici  les  sphères  auxiliaires  ayant  même  centre  doivent  coïn- 
cider toutes;  on  doit  donc  avoir 

«=  +  h-  +  'C-  =  C% 

et  puisque  généralement 

ou  trouve  Fécpuition  (/jo). 

Ainsi  :  Loisqu'  un  système  cyclique  est  tel  que  les  plans  de  tous  ses 
cercles  passent  par  un  point  fixe,  chacun  des  cercles  est  orthogonal 
à  une  sphère  fixe  ayant  ce  point  fixe  pour  centre. 

135.  Sur  l'intégration  analytique  du  problème.  —  Il  faut  encore 
intégrer  Téquation  (/ji)  pour  obtenir  le  système  cyclique  le  plus  géné- 
ral; mais,  géométriquement,  on  sait  que  le  problème  est  résolu,  attendu 
quii  suflit  de  se  donner  une  des  surfaces  trajectoires  du  système,  et 
(ju'on  peut  la  prendre  arbitrairement,  ainsi  qu'il  a  été  démontré  au 
n    106. 

On  peut  désirer  arriver  par  l'équation  (1i)  elle-même  au  résultat 
que  nous  venons  d'énoncer. 

Soient  en  général  ^  et  y]  les  coordonnées  d'un  point  INI  situé  dans  le 
plan  tangent  de  la  surface  de  référence  et  tel  que  le  plan  tangent  à 
(M  )  soit  perpendiculaire  à  celui  des  XY,  et  fasse,  par  exemple,  l'angle 
ç-  avec  l'axe  des  X,  on  doit  avoir  manifestement  et  quels  que  soient  du 
et  (h\ 

—  AX  sino  -+-  AY  coscp  =  o, 

et,  d'après  nos  formules  (F),  ceci  revient  à 

A/r,  df    r\  /  dr,  dg    r\ 


d„      gd^'^J  '  '■''■^ryr    '   fi^.   '   f(/it 

L'(''quation  d'un  cercle  de  rayon  R  et  normal  à  chaque  instant  à  (M  j 
est 

\=  +  Y- H-  ^-  +  r^-  —  2U(Hcos9  +  •/]  sincp) 

—  2X(^  —  Rcoso)—  2  Y  (Y]  —  Rsincp)  =  a. 
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La  jHiissancc  du  point  G,  par  rapport  à  ce  cercle,  est  donc,  en  j^é- 
m'-ral, 

—  2Z  =  ^-  -+-  r,-  ~  '2ll(^cos^  +  y]sincp), 

l'I  les  coordoiiiices  tlii  centre  sont 

«  =  ç  —  R  coso,  h  =  r,  —  R  s'mzi. 

(  lonséquemment,  dans  le  cas  où  (O)  se  réduit  à  un  point,  nous  savons 
d'avance  que  l'intégrale  du  problème  est  représentée  par  le  sysiènie 
suivant  d'équations  simultanées 

a  ^  z  —  U  coso,         l>  ^  Tj  —  R  sino, 
C-  =  ^^-t- Tj- —  2R(^coso  +  •/]  sinç)), 

—  sin  o    -; — \ V  'n     +  cosr  '  ■     -^ 


du         i,' d\'   '  '  ^  '   \dii         gd\-~j 

fdr,  df    A  l'dr,  d^^r       \ 

-  ^'"?  [dji  -^-V-^ ""'nd;-  ^jdTr)  =  "• 

La  vérification  analyliquo  se  fait  sans  difficulté. 

156.  Nous  devrions  encore  ramener  le  problème  à  ne  dépendre  (juc 
dune  seule  équation  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre, 
dont  rintégrale  serait,  par  cela  même,  implicitement  trouvée  :  celle  du 
n°  134  y  répond;  on  pourrait  ainsi  faire  des  rapprochements  intéres- 
sants, mais  nous  avons  déjà  trop  insisté  sur  ces  questions  de  détail. 

Le  Chapitre  que  nous  terminons  devrait  être  bien  plus  développé  ; 
il  pourrait  comprendre,  par  exemple,  la  recherche  des  courbes  algé- 
briques trajectoires  orthogonales  de  surfaces;  mais,  ainsi  étendu,  il 
devrait  faire  l'objet  d'un  travail  spécial. 


CONCLUSIONS. 

137.  Notre  but,  dans  le  Mémoire  que  nous  venons  de  rédiger,  a 
été  de  montrer  avec  quelle  facilité  la  Géométrie  autour  des  surfaces 
])ermet  d'aborder  des  questions,  même  très  complexes;  nous  souhai- 


270   ALBERT  RIBAUCOUR.  —  THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  COURBES. 

tons  que  les  applications  choisies  paraissent  clignes  d'intérêt  et  d'études 
spéciales,  mais  nous  aurons  surtout  atteint  notre  but,  si  l'on  reconnaît 
qu'en  effectuant  autour  des  surfaces  des  constructions  tout  intégrées 
on  peut  créer  une  véritable  Géométrie  analytique  qui  marque  un  cer- 
tain progrès  dans  la  marche  continuelle  des  opérations  mathématiques. 
Nous  aurions  voulu  ajouter  à  ce  qui  précède  des  Chapitres  sur  la  re- 
cherche des  couples  de  surfaces  applicables,  sur  le  mouvement  d'un 
corps  assujetti  à  quatre  conditions,  mais  le  temps  nous  fait  absolument 
défaut;  nous  comptons  les  adresser  prochainement  à  l'Institut,  si  nos 
recherches  mathématiques  actuelles  y  trouvent  un  accueil  favorable. 


Draguignan,  3o  mai 


NOTE. 

•  Le  Mémoire  qui  précède  a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  pour  le  prix^ 
Dalraont;  il  a  fait  l'objet  d'un  Rapport  de  M.  de  la  Gournerie  {Comptes  rendus 
de  r Académie  des  Sciences,  t.  LXXXIV,  p.  811). 

Paris,  33  mars  i8qo. 
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A'otc  sur  quelques  effets  des  tremblements  de  terre; 
Par  m.   CELLERIER. 


§  1.  —  Cas  les  plus  simples. 

1.  Cas  d'un  pendule  composé  dont  l'axe  de  suspension  éprouve 
UNE  SECOUSSE  HORIZONTALE.  —  Le  plan  de  la  figure  est  mené  par  le 
centre  de  gravité  G  du  corps,  perpendiculairement  à  l'axe  de  suspen- 

Fiff.  .. 


sien  qu'il  coupe  en  O  :  m  est  la  masse  du  corps,  C  son  moment  d'iner- 
tie par  rapport  à  l'axe,  h  la  distance  OG,  /  la  longueur  réduite  OL 
du  pendule,  de  sorte  que  C=  mhl^  ô  est  l'angle  d'écart  de  la  verticale, 
compté  positif  à  droite. 

Le  temps  t  est  compté  à  partir  du  commencement  de  la  secousse;  le 
mouvement  relatif  au  système  des  appuis  et  des  objets  environnants 
se  calculera  comme  si  ce  système  était  immobile,  en  supposant  appli- 
quée en  tout  point  du  corps  mobile  une  accélération  égale  et  contraire 
à  celle  du  système,  ou  de  l'axe;  la  composante  de  celle-ci  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure  étant  détruite,  l'accélération   à  applicjner. 


0-2  CELLERIER. 

/ 

parallèle  au  plan  de  la  figure  horizontale,  cl  dirigée  à  droite  sera 

d-  Il 

1/  ('•laul  le  déplacement   horizontal   du  point  O  dans  le  plan  de  la 
ligure,  compté  positif  à  gauche;  ainsi  a  est  une  fonction  donnée  de  /, 

nulle  de  même  cpie  -i-  quand  /  =  o.  L'accélération  imprimée  au  corps 

l'cpiivautà  une  force  ni  -j-r  a[)pli(|uée  au  point  (1.  LÏMpuilion  du  mon- 

xenienl  est  ainsi 

. ,  rf-(j  t    ■    i\  1  d-  u 

L  -r:  =  —  m  "h  smU  -t-  ni/i  —rr  ; 
dl-  "'  dt- 

iMi  néi;ligeant  0''  ou  remplaçant  sinO  par  0,  substituant  C  =  m/il,  divi- 
sant })ar  mil,  posant 

léquation  devient 

,    ,  d-.v  „  d- Il 

cl.r  est  le  déplacement  du  point  L,  pris  positif  à  droite.  L'intégrale 
est 

cosai   f'  d-  Il     .  j 

['■       Jo      '"■ 

sinu^    f  d- Il  .    1.         .  ^        T)    •         j 

H ■ —  /    -7-;r  cosLi.^«/ +  A  cosa/ +  l>  suiLt/. 

u.       '      dt-  '  '  ' 

"      '-a 

On  suppose  que,  pour  ;=  o,  le  corps  était  en  repos;  on  avait 

dx 
^  =  "'       777="' 

les  deux  premiers  termes  de  .r  et  leurs  dérivées  se  détruisant  (piand 
/  =  o,  il  en  résulte  que  les  constantes  arbitraires  A  et  B  sont  nulles. 

„      .      ,  .•    d-ti      ,  ^  du 

Kn  intégrant  par  partie  --j-^>  et  remarquant  que  -j-  =o  pour  /  =  o, 
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los  lernies  hors  du  signe   /  se  dotruisenl,  et  il  reste 

,   r'  du  ,   ,  .  r' du    .  . 

X  =  cosit./  I    —  cos[jL/rt/ +  siiiix/  /    -j-  sm^iilt, 

*-  0  *-  0 

ou  plus  simplement 

x=  /    -j-rcosafl  —  t")dl\ 
.'«    ^^         '  ^ 

II'  claul  ee  que  devient  i/  (juand  on  y  remplaee  /  par  /'. 

Discussion  du  résultai  précèdent.  —  Quel  que  soit  le  niodc  de 
variation  de  u'  en  fonction  de  /',  on  peut  partager  l'ensemble  de  la 
secousse  en  mouvements  simples,  c'est-à-dire  tels  que,  pendant  chacun 
d'eux,  le  point  O  se  déplace  dans  un  même  sens,  ou  que  u'  soit  tou- 
jours croissant  ou  décroissant,  et  -j-r  de  signe  constant.  La  valeur  de./; 
est  la  somme  des  portions  de  l'intégrale  correspondant  à  clKupie  mou- 
vement simple;  elle  ne  dépend  d'ailleure  que  de  -j-, ,  et  ne  changi-ia 

pas  si,  pour  chacun,  nous  considérons  le  point  O  comme  partant  de  sa 

.....  ,  du'  , 

j)osition  prnnitive,  en  conservant  a  -7-,  sa  valeur  exacte. 

Ainsi  X  est  la  somme  des  valeurs  particulières  correspondant  à 
chaque  mouvement  simple  considéré  comme  secousse  unique,  les 
secousses  commençant  pour  des  valeurs  diverses  de  /'. 

Pour  un  mouvement  simple  d'excursion  /«,  on  aura  évidemment  un 
maximum  numérique  de  la  valeur  (2)  de  x  en  remplaçant  cos[x(/—  t') 

par  l'unité,  puisque  -jj  a  un  signe  constant;  le  résultat  sera 


i 


^  du'  , 

-7-7-     ou      II. 
dl' 


(]e  maximum  ne  pourra  être  atteint  que  si  cosjj.(/ —  /')  ne  varie 
pas  sensiblement  pendant  la  durée  0  du  mouvement,  et  comme  (a  =  q;> 
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T  étant  la  durée  de  l'oscillation  pendulaire,  il  faut  pour  cela  que  ;p  soit 

très  petit.  Cette  condition  sera  d'ailleurs  suffisante,  car  on  peut  tou- 
jours supposer  t  tel  que  ui.(/  —  /')  pondant  le  temps  Ô  soit  sensible- 
ment multiple  àe  T.\  t  croissant,  x  variera  à  très  peu  près  entre  ±  h, 
et  h  sera,  pour  le  point  L,  l'excursion  du  mouvement  pendulaire  qui 
suit  la  secousse.  Ce  résultat  était  facile  à  prévoir.  Le  déplacement  h 
(lu  point  O  étant  brusque,  le  point  L  reste  en  arrière,  ayant  ainsi  un 
déplacement  relatif  A,  qui  sert  de  position  initiale  pour  le  mouvement 
pendulaire.  Dans  le  cas  où  la  durée  G  du  mouvement  est  plus  grande, 
on  ne  peut  dire,  d'une  manière  générale,  que  x  sera  notablement  infé- 
rieur à  h,  car  il  peut  toujours  arriver  que  cosui.(/  —  /')  reste  presque 
constant  pendant  une  notable  partie  du  mouvement,  ou  que  celui-ci 
soit  presque  soudain. 

Mais,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  x  sera  toujours  inférieur  à  li,  et  même, 
si  0  est  très  grand  par  rapport  à  T,  la  valeur  (2)  de  x  sera  constam- 
ment très  petite  par  rapport  à  /<;  en  effet,  nous  supposons  le  mouve- 
ment lent  sans  se  trouver  accumulé  sur  une  faible  portion  de  la  durée 
totale,  et,  pendant  celle-ci,  cosij.(^  —  t')  changera  de  signe  un  grand 
nombre  de  fois;  les  portions  correspondantes  de  l'intégrale  (2)  se 
détruiront  en  partie,  et  le  tout  sera  très  petit  par  rapport  à 


/ 


du'  , 

—n     ou      h . 
dV 


Si,  pour  d'autres  mouvements  simples,  l'excursion  du  point  O  est 

/i',     h'\     11",      .... 

ce  seront  les  maxima  théoriques  de  j:  pour  chacun  d'eux,  et  de  la  sorte 
pour  leur  ensemble  le  maximum  théorique  de  x  serait  leur  somme 

h  -!-/«'+  Il" -^ 

Mais  cela  suppose  une  série  de  plus  en  plus  improbable  de  coïnci- 
dences; ])our  deux  mouvements  cela  supposerait  qu'à  la  fois 

C0S(Jl(<  —  t') 
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fût  ±  I  pendant  la  dnrée  du  premier  et  zp  i  pendant  celle  du  second, 

où  ^  est  de  signe  contraire,  ou  que  les  deux  secousses  fussent  presque 

instantanées  se  suivant  à  un  intervalle  de  temps  égal  à  T.  11  en  serait 
de  même  quand  il  y  a  plus  de  deux  mouvements  simples. 

Ces  cas  anormaux  ont  donc  peu  d'importance  el,  ])uis(|iie  l'eirel 
d'un  nombre  quelconque  de  secousses  se  trouve  en  calculant  celui 
d'une  seule,  il  suffit  d'examiner,  soit  le  cas  d'une  seule  comme  nous 
venons  de  le  faire,  soit  celui  d'une  secousse  complète,  en  désignant 
ainsi  le  mouvement  formé  d'une  excursion  /*  du  point  O  à  gauche, 
suivi  de  son  retour  à  sa  position  primitive. 

Cas  d'une  secousse  complète.  —  Désignons  par  0  sa  durée  totale  : 
si  0  ^  T  ou  pi.O>  -,  il  est  clair  que  le  mouvement  pourra  présenter  les 
circonstances  anormales  déjà  mentionnées  et  que  x  pourra  atteindre  à 
peu  près  2  A.  Bornons-nous  donc  au  cas  où  0  <[  T,  (jui  est  le  plus  im- 
portant. Il  faut  distinguer  ce  qui  se  passe  pendant  la  secousse  el  dans 
le  mouvement  c[ui  lui  succède. 

1°  Valeur  de  x  pendant  la  secousse.  —  Tout  ce  qu'on  peut  dire 
de  général  quand  6  <  T,  c'est  que,  pendant  la  première  période  de  la 
secousse,  a;  peut  approcher  beaucoup  de  li  si  elle  est  courte,  mais  que, 
pendant  la  seconde,  il  restera  inférieur  à  2//  numériquement.  Le 
résultat  est  plus  simple  si  0  ■<  :^T,  car  alors  a/'  n'atteindra  pas  5-,  non 
plus  que  \j.{t  —  t')-.,  l'intégrale  (2)  pendant  la  seconde  période  de  la 
secousse  est  ainsi  conqiosée  de  deux  parties  de  signe  contraire,  toutes 
deux  numériquement  inférieures  à  h\  en  outre,  dans  la  seconde,  le 
même  accroissement  du  est  multiplié  par  un  cosinus  plus  fort, 
ii.{t  —  t')  diminuant.  Il  en  résulte  que,  pendant  la  secousse,  x  est  com- 
pris entre  ±  h  et  (|u'à  la  fin  il  est  négatif. 

2°  Valeur  de  x  après  la  secousse.  —  Soient  0',  0  —  0'  les  durées 
des  deux  périodes  du  mouvement  et  H,  H'  les  portions  correspon- 
dantes de  l'intégrale  (2)  où  /  >■  0.  Dans  la  première,  a(/  —  /')  décroit 
(le  \j.t  à  \x(l—  0')et,  en  renq)lacant  tour  à  tour  cos[ji(/  —  /')  par  sa 
valeur  la  j)lus  grande  et  la  plus  petite  (algébriquement)  dans  cet  inter- 

Joarn.  de  Math.  (Y  série),  tome  VII.— Kasc.  TU,  1891.  -^O 
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viillc,  on  aurait  des  limites  entre  lesquelles    H   est    comprise,   doù 
ft'snllc 

H  =  cosi  I  -TV  =  h  cos/, 
.7    (Il  ^ 

i  étant  compris  entre  ixt  et  u.t  —  ij.0'.  De  même 

H  =  cos  i    f  -TT  =  —  A  cos  ?  , 

/    étant  compris  entre  u.(/  —0')  et  [x(/  —  0);  de  la  sorte  /  — /'  est 
-f) 
T 


compris  entre  o  et  ixO  ou  y-  I-^a  valeur  complète  de  x  est  ainsi 


z-  =  H  +  H'=r  /ticosi  —  cos?'  )  =  —  2/1  sin sin 

^  ''  22 

On  auia  donc  constamment,  numériquement, 
./•  <^  a/i  sin  ;^- 

Si  donc  0  <  ',  T,  j;<  //  \:r>,  et  si  77;  est  très  petit,  hien  que,  pendant 
la  secousse,  ./•  atteii;ne  à  peu  près  la  valeur/;,  j-  sera  toujours  très  petit 

dans  le  mouvement  qui  lui  succède,  la  seconde  période  de  la  secousse 
détruisant  en  grande  partie  l'elTet  de  la  première. 

On  pourrait  avec  quelque  prohahililé  attribuer  à  la  secousse  la  loi 
ordinaire  des  oscillations,  en  posant 

u'  =  V.  h{  \  —  cos  a' (' )  ; 

de  la  sorte  n'  et -tt  SLM-aient  nulles  i)our/'=o  el  le  redeviendraieiil 
at  ' 

(Hiand  /' =  '^-  On  iMiurrait  ainsi  cherchera  déduire  de  Foliservatiou 

du  mouvement  les  valeurs  de  /i  et  de  ui'  et  la  durée  ^  de  la  secousse. 

Toutefois  le   résultat  est  d'une  grande  complication   el    ne  pourrait 
s'ohlenir  (pTen  construisant  des  Tahles  numériques  étendues. 
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On  no  pourrait  (railleurs  lui  aUribuor  une  grande  jirécisiou,  la  fonc- 
tion u'  pouvant  contenir  plusieurs  termes  analogues  au  précédent. 


*2.  Cas  de  deux  tiges  articulées.  Equations  du  iiiouvcniriit.  — 
Le  système  se  compose  de  deux  tiges  OA,  AB,  que  nous  rapportons 
aux  axes  OX,  OY,  dont  le  second  est  vertical.   Les  liges,  (|ue  nous 


assimilons  à  des  droites  ont  la  même  masse  /«,  la  même  longueur  /,  et 
ne  peuvent  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical;  elles  sont  articulées 
entre  elles  en  A,  et  la  première  Test  en  outre,  au  sol,  en  O.  Leurs 
angles  avec  la  verticale  sontO  pour  OA,  ct6  -+-  0'  pour  AB;  0  et  0'  sont 
comptés  positivement  à  droite.  Le  mouvement  est  déterminé  par  une 
secousse  dans  laquelle  le  sol  éprouve  une  translation  horizontale;  u, 
connu  en  fonction  de  Z,  est  le  déplacement  du  point  O,  sur  l'axe  des  ./■, 
considéré  comme  positif  du  côté  des  x  négatives.  Nous  admettons  que, 
dans  l'articulation  O,  s'exercent  des  forces  dont  le  moment  par  rapport 
à  (!)  est  numériquement  ^/mZ^O  et  qui  tendent  à  ramener  OA  dans  la 
position  verticale.  De  même,  dans  l'articulation  A,  agissent  sur  AB  des 
forces  tendant  à  diminuer  0'  on  à  amener  AB  en  droite  ligne  avec  0.\  ; 
leur  moment  par  rapport  à  A  est  rjnlb'^ï . 

Les  axes  étant  entraînés  dans  le  mouvement  du  point  O,  le  mouve- 
ment relatif  des  liges  est  le  même  cjue  si  les  axes  étaient  immobiles, 
en  supposant  tous  les  points  des  tiges  animés,  outre  les  forces  réelles, 

d'une  accélération  commune  -r-r  parallèle  à  OX  et  de  même  sens. 
ai-  ' 

Les  écjuations  du  mouvement  sont  celles  de  Lagrange,  ou 


i    d  /  cTY 
2  11  \M 


;    -2  \M 


Iv, 


■2  (ù  \c/rj 


2    \dfi'  J 


k, 
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l'ii  reiuarqiuuil  que  la  posilioii  du  syslème  ne  dépend  (|ue  des  deux 
variables  0,  0',  désignant  par  KrfO+  Iv'</0'  le  travail  des  forces  pour 
uM  ]ietit  d("plarement,  par  T  la  force  vive  totale,  et  posant 

dt  dt 

\  (tifiir  de  T.  —  Pour  un  élément  dr  de  OA,  à  la  distance  /■  de  (  ), 
les  coorilonnées  sont 

./•  =^  r  cosO,         y  --=  r  sin  0, 

la  niasse  de  Félément  est 

m  dr 

et  sa  force  vive 

m    „   ,    c/o-  m  ,,,,.,    .,  , 

-r  /•"  (II'  -rr     "H     t  '■'  '  '"  ''I'- 
l  dl-  l 

l'nur  un  élément  dr  de  AH  à  la  distance  /■  de  A,  la  masse  est 

m  dr 
l     ' 
les  coordonnées 

X  =  /sinO  +  /•sin(0  4-  0'),         y  =  /cosO  4-  /'cosi^O  -f-  0') 

et  la  foi'ce  vive 

^'  f^'0"=  +  /•^(0"+  0"'r-+  Li//-0'(0"+  0")  cosO']. 

l'ji  intégrant  ces  deux  forces  vives  de  /•  =  o  à  /,  on  aura  imi  tout 

T  =  ////-  [  { 0"-  +  0"-  +  J (  0"  +  0'";-  4-  0"( 0"  +  0'")  cosO'  |. 

.\ous  nc'gligerons  les  termes  du   troisième  degré  par  rapport  aux 
p<'lits  nombres  0,  0',  0",  0'".  Nous  devrons  donc,  dans  les  équations  du 

mouvement,   supprimer  ( -i^  )  et,  dans  les    autres  dérivées  partielles 
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(le  T,  icMiplacor  cosO'  par  l'unité,  croù  résulte 

T  =  '-^(8ô"'  +  50"0"'+0"^). 

Valeurs  de  K  et  Iv'.  —  Puisque  Iv --/O  +  K' rfO' est  le  Iravail  des 
forces,  lv'f/0'  est  ce  travail  en  supposant  0  constant,  ou  la  li,i;e  OA 
immobile;  ainsi  Iv'  est  la  somme  des  moments  des  forces  agissant  sur 
AB  par  rapport  au  point  A.  De  même,  Kc/0  est  le  travail  en  suppo- 
sant 0'  constant,  ou  le  système  OAB  de  forme  invariable.  Ainsi  K  est 
la  somme  des  moments  des  forces  agissant  sur  les  deux  tiges,  par 
ra[)port  au  point  O.  Il  ne  s'agit  que  des  forces  extérieures,  et  celles 
(|ui  agissent  dans  l'articulation  A  n'y  sont  pas  comprises.  Tous  les 
moments  doivent  être  pris  positifs  s'ils  tendent  à  augmenter  0'  ou  0, 
ou  à  faire  tourner  de  OY  vers  OX. 

Les  moments  des  forces  exercées  dans  les  articulations  sont  —  -,  />///)() 

pour  K,  et  —  ^/nlb'Q'  pour  K'.  L'accélération  -jj,  que  nous  désigne- 
rons par  a",  équivaut  à  une  force  i»u"  agissant  sur  le  centre  de 
gravité  dx,  c'est-à-dire  le  milieu  de  chaque  tige,  dans  le  sens  OX;  le 
poids  mg  agit  sur  les  mêmes  points.  Leurs  moments  réunis  sont  évi- 
demment mu"y  -^  mgx,  x  et  y  étant  les  coordonnées  du  point; 
celles-ci  pour  K'  se  rapportent  à  l'origine  A,  ce  qui  donne  pour  le 
moment 

^mw'7cos(0  -I-  0'  )  -I-  ^OT^/sin(0  -i-  0'). 

Dans  la  valeur  de  Iv,  l'origine  est  en  O,  ce  qui  donne,  pour  le  mo- 
ment des  forces  appliquées  au  milieu  d(^  OA, 

^iim" Icosfi  4-  !;niglii'm(). 

Pour  le  milieu  de  AB,  on  aura  de  même 

/////'|/cosO  +  ycos(0  4-0')]-+-/»,;'[/sin0  4-  ^/sin(0  H-0')|. 

Lu  négligeant  le  troisième  degré,  nous  devons  remplacer  les  sinus 
pai'  les  angles.  En  outre,  0  et  0'  sont  de  l'ordre  de  u"  qui  doit  ainsi  être 
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rt'i^ardé  cdinmo  du  premier  dejj^ré;  on  doit  donc  remplacer  aussi  les 
cosinus  par  l'unité.  En  substituant  dans  les  formules  de  Lagrange  la 
valeur  de  T  et  toutes  les  parties  de  K,  Iv'  que  nous  venons  de  trou- 
ver, on  aiua,  avant  toute  réduction, 

-g-  (    5  -^  +  2  -^  j  =  —  i/;?///  0  -f-  i mit  l  -h  -,  niL^I(  0  -+-  0  ), 

on,  en  divisant  par  r,ml, 
l  f/^(i6fi+5e') 


3  di' 


(l>  —  ii^yi  -  «-0'  —  4 «"  =  o, 


En  posant 

(3)  h  —  !\g  =  a,         //—"•  =  a', 
ces  équations  prennent  la  forme  plus  simple 

(4)  < 

i    /  ^^56  +  26')  fj    ,      ,f., 

3.   Intégration  des  équations  précédentes.  —  Ajoutons  à  la  pre- 
mière le  produit  de  la  seconde  par  une  indéterminée  /et  posons 

(5)  p  =  (iG  +  5/)0  +  (5 -+--i/)0'. 
Nous  aui-diis 

/  d'p 


3  de- 


('«  -  g/)'^  +  («/-  g)'y  =  i  '1  +/)«'■ 
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C.lioisissnns  /"(lo  faron  ([iic  Ton  ail 
(6)  !Lfllf^iL^. 

^  ib-t-5/         j  +  2/ 

l",ii    (I(''si_niianl    par   ::  la   valeur   cdiiiinuiic   de   cos   deux   i'a|)j)orls, 
r(''([iiali<)ii  (icviciidra  alors 

en  [)o.saiit 

,    .  3; 

Si  [j.  est  réelle,  l'équation  s'inlèt;re  comme  celle  du  n"  1  ;  en  remai- 

([uanl  ([ue  p  et  -^  s'annulent  pour  /  =  o,  le  système  étant  vertical  et 

innnoi)ile  au  commencement  de  la  secousse,  les  constantes  arbitraires 
.\,  I)  disparaissent,  et  l'on  trouve 

(8)  ^  =  ^JA±l}y^  y  =.jr'^'eosf.(/-/ ).//', 

//  élaul  ce  (|ue  dexiiMil  ii  (juaud  on  y  reni[)lace  /  par  /  .  Si  a  esl  imagi- 
naire, la  valeur  de  p  contient  des  exponentielles,  et  le  moiivrmenl. 
même  en  l'absence  de  l'accélération  m",  est  instable. 

Pour  que/  satisfasse  à  l'équation  (6),  il  faut  et  il  suflil  que,  pour 
un  même  noMd)re  z,  ou  ait  à  la  fois 

«  —  fff a'f  —  ff 


(9» 
doù 


16-1-5/     "' 

5  -+-  2/ 

j.       a  —  163 

■'          n'—9.z 

{\6z  —  a)(:iz  —  a')  —  (5z  -h  g)-  =  o 
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OU 


7^-  —  2z(a  -+-  Sa'  +  Si;)  +  aa'  —  /?- 


(jo)  ; o  +  8flr'+3,i,'±v/H 


R  =  (a  +  8a'4-  5^^')-  —  ■](aa'  —  <f^). 

Il  tant  remarquer  que 

R  =  32,i'--  +  \og-(a  +  80')  +  (rt  +  8fl')-  —  70»' 
ou 

32R  =  \5{a  +  8«')  +  ''.a]-  +  7(0  -  8f/')-. 

Les  valeurs  de  ;  sont  donc  réelles  et  inégales. 

Désignons  par  z,  z'  les  deux  racines,  et  par  u.',  /",  p' ,  y'  ce  (|ue 
deviennent  [x,  /,  p,  q,  quand  on  y  remplace  :;  par  z' .  l)'a|)rrs  la 
valeur  (3)  de  p,  on  a 

,60  +  ,->0'  +  /(50  +  2O')  =  p,         iGO  +  -)0'  +/'(  "iO  +  20')  =  //, 


On  en  tirerait  0  et  0';  mais  nous  avons  surtout  besoin  de  connaître 
le  mouvement  du  point  B  pour  lequel 

a;  =  /sinO  +  /sin(0  +  0'),         y  =  /cosO  +  /cos(0  +  0). 

La  valeur  de  y  est  à  peu  près  constante  et  égale  à  2/;  celle  de  ./■,  en 
négligeant  le  troisième  degré,  est 

J*]ii  ajoutanl  les  deux  relations  ci-dessus,  nudtipliées  par  ':.  el  —  y, 
on  aura 

•>  0  +  0'         ou        ^  =  (0+/')P-(ft+./V 
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Cl,  (Ml  siibslituanl  la  valeur  (8)  do  p  et  son  analogue  pourp', 

-x  _  (4-+-/)(6+/')y-(4  +  /")(6  +  /-)7' 

3  -  j—r- 

(  )ii  peul  récrire 


II 


(:,  ^/)  (:,+/') -I 


lui  y  substituant,  d'après  les  formules  (;)), 


/•  _   •>:  ^  ff  ,;  _  3~  +, 


ou  aura,  avant  les  réductions, 

Il  _  (  Ja'+ A^—  5j)(5ft'4-.g-  —  .)j')  —  (g'  — 2s)(«'— 2^') 
~  {':>:■ -^-g){a'~-iz')  —  {hz'  +  g){a'—2z) 

ou 

ït  ■^-■\a'-+\oga' ^  g-— (iZa' ^'ôg){z  ^  z') -{- iizz' 

~  \,ôa'-\-'îg){z  —  z') 

L'écpiation  (lo)  donne 

z  ^  z  =  -(a  -1-  8rt  -i-  .i'^)^         zz  = 2-, 

7  '  7 

d'où 

„i|  liiSa'-  -i-  -joga'  -h  ■]  g^  -i-  21  {aa'  —  g-)  —  2(23«' +  5^')(«  +  8«'h- 3,^') 

— Da{5a' -h  2g)  —  H{25a'^-h  ioga' -h  8g-)  .ia  -\-S{oa' -h  ^g) 

~  (r,a'-^2g)(z  —  z')  ~  z  —  z' 

Imi  outre,  en  supposant  ;  ^  z',  les  formules  (  i  o  )  douueul 
z-z=U^- 
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Ja  valeur  (t  i),  on  remplaçant  H  par  —  H',  devient  ainsi 

(12)  '-f  =  {î{'^i)q'-(ll~i)q, 

où 


H 


■  S/R 


q,  q'  ayant  la  valeur  (8)  et  une  antre  homologue.   C^esl   rint(''i;rale 
sous  sa  forme  la  plus  simple. 

4.  Discussion  du  résultat  :  i"  Conditions  de  stabiliti'.  —  Nous 
supposons  stable  la  position  verticale  d'équilibre  des  liges.  Pour  e(»la, 
z  et  :;'  étant  réelles,  comme  on  l'a  vu,  il  faut  de  plus  qu'elles  soient 
positives  et,  pour  cela,  d'après  les  formules  (10),  que  l'on  ail 

o  -t-  8a'  -i-  5  o'  >  o,  (ta  —  :>'-  >■  o. 

La  seconde  condition  exige  que  a  et  à  soienl  dr  même  signe,  et 
fi  <C  v'^'^'-  ^^"  '^  d'ailleurs,  quels  que  soient  «,  a', 

rr -H  ti'|«'- —  9««'>  o         ou  (  a -1- 8(7)- >  25««'>  25,i.'-. 

Ainsi,  numériquement,  a  -i-  8a'>>5^-,  et,  si  a  et  a'  étaient  toutes 
deux  négatives,  la  condition  a  -\-  8a'  -f-  5  o-  >  o  ne  serait  pas  satisfaite. 
Par  conséquent,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  et  celle  du  mouM'mcnl 
dû  à  la  secousse,  il  faut  et  il  suffit  que  a  cl  a'  soient  tontes  deux  posi- 
tives et  que  g  <[  \^aa' . 

1°  Relation  de  grandeur  entre  u.  et  a  .  —  On  a  identi(iurmiMil 

')2aa  =  (a  -\-  80'  )*  —  {^n  —  8a'  )-, 
d'où 

■)2(a<—  g"^)  <  (a  -1-  8a  -I-  "y gY , 

on,  en  multipliant  par  J, 

io8r;'<7(r  +  r'V^ 
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5(z^z')<C!i{z-z')s^, 
<'ii  i('m;u(|uaiil  i|U('  r  ">  z' .  Il  en  ri'sullc 

-  ^  .j-i-4va  ^   r>T -1- 401/2  .       ,. 

[A  -  |j. 

î"   rf/.y  o«  /es  //^'■t'.v  .s-c  réduisent  à  une  seule.    —    Les  furiiiulcs 
.     Irouvres  comprennent  ce  cas  en  supposant  infini  le  moment  des  forces 
(jui  tendent  à  amener  la  tige  AB  sur  le  prolongement  de  OA  ;  nous 
devons  donc  faire  croître  à  l'infini  //  et,  par  suite,  a'  d'après  les  équa- 
tions ('V). 

Li\s  formules  (  loj  monlicnt  que  :;  croil  à  Finlini;  el,  comuie 


c  —  ;  2(a-t-8«'+ 5^) 

eu  (Icsignaul  limr'  par  ::  ,  ou  a 

l']n  même  temps  -=■  converge  vers  i ,  et  la  valeur  (ii)  de  11'  vers  |; 

[j.  étant  infini,  ^  =  o,  comme  on  le  voit  en  intégrant  cosa('<  —  t')fh' 

par  partie  dans  la  formule  (8).  En  posant  u.'  =  \/ -j-  =  V/"T7'  ^^*''^'" 
gnaul  par  ^",  .r"  les  valeurs  correspondantes  de  q,J\  récjuatiou  (12) 
se  r<''duit  à  x"  =  r.q" ■ 

1"  Discussion  du  cas  gé/ic/ul.  —  Kn  posant 

^  (  a  -h  8 a'  )  -h  J2 g  =  l'\ 

les  foruiules  (10)  donnent,  comme  on  l'a  vu, 

32R  =  F=-f-  7(«  —  Sa'  )-. 


■-iSC)  CELLERIER. 

Puisque  a  cl  à  sont  positives 

25(a-8a')-<FS  32R>F=     et     <F=  +  ;^F='; 

ainsi  v/R  est  compris  entre  —=  et  -z--  La  valeur  (12  )  de  H'  est  — =:  elle 

est  donc  comprise  entre  '--  et  \/8,  ou  entre  2,5  et  2,82.  Pour  les  éva- 
luations cjui  suivront,  il  suffit  de  donnera  H'  la  valeur  moyenne  2,G6; 
l'erreur  est  au  plus  de  0,16,  et,  après  avoir  multiplié  par  \  pour  dé- 
duire X  de  la  formule  (12),  elle  se  réduit  à  0,07.  Il  en  résulte  la  valeur 
très  simple 

(l3)  0,'  =  I  ,  T-^' —  (),- I  (^. 

Ce  résultat  remarquable  ne  dépend  plus  de  "",  a,  a',  mais  seulement 
des  durées  -,  —,  des  oscillations  pendulaires  dont  le  système  est  sus- 
ceptible. 

Le  cas  des  deux  liges  se  rattache  à  une  question  plus  générale, 
savoir  :  de  quelle  façon  la  secousse  du  sol,  transmise  à  un  édifice, 
s'augmente-t-elle  dans  les  portions  supérieures?  La  question  est  trop 
complexe  pour  être  directement  résolue  ;  mais  les  portions  supérieures 
de  l'édifice,  les  objets  qu'elles  contiennent,  épi'ouvent,  dans  leurs  ap- 
puis, une  secousse  résultant  elle-même  de  celle  du  sol;  or,  de  la  même 
façon,  dans  le  cas  des  tiges,  le  mouvement  du  point  A  joue,  pour  la 
tige  AB,  le  rôle  de  l'ébranlement  du  sol.  L'assimilation  d'un  bàliment 
ou  d'un  mur  au  système  des  deux  tiges  n'est  point  parfaite  et,  en  par- 
ticulier, la  pesanteur,  qui  tend  à  écarter  les  tiges  de  la  verticale  tend 
au  contraire  à  y  ramener  un  bâtiment,  sauf  dans  le  cas  de  secousses 
violentes  et  destructives;  mais  cette  différence  n'est  qu'apparente  : 
l'inOuence  de  la  pesanteur  a  disparu  dans  la  formule  (i3)  et,  d'autre 
part,  le  moment  de  la  pesanteur  et  de  toutes  les  forces  qui  tendent  à 
ramener  un  mur  à  la  position  verticale,  quand  l'angle  d'écart  est  petit, 
ne  peut  être  que  proportionnel  à  cet  angle,  comme  nous  l'avons  admis 
pour  les  tiges  sans  rien  spécifier  relativement  à  la  nature  de  ces  forces. 
Ainsi,  la  comparaison  de  la  déviation  maxima  de  l'extrémité  B,  dans 
le  cas  de  deux  tiges  et  d'une  seule,  nous  donnera  au  moins  une  idée 
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(le  rdïcl  de  la  mobilité  relative  des  parties  inférieure  et  supérieure 
d'un  édifice. 

Le  mode  de  variation  de  q^  q',  q"  suivant  la  nature  de  la  secousse 
a  déjà  été  indiqué  au  n"  1,  l'intégrale  (2)  étant  la  même  que  q. 

Ici  la  durée  de  la  secousse  est  très  petite  par  rapport  aux  durées  -  , 

— ,»  ~    des  oscillations   pendulaires,    cosaf/  — /')    est   seusililemenl 

l'unité  ])endant  cette  durée,  de  sorte  que  l'on  a 

q  =  V 
et,  de  même, 

?'  =  ?"  =  «• 

La  valeur  x"  ^  \  q   et  celle  de  x  se  réduisent  à 

x"  =  \u^         X  =  0,86  w; 

le  maximum  de  u  est  A  au  bout  de  la  première  période  de  la  secousse: 
pendant  la  seconde  u  diminue,  et  dans  le  mouvement  qui  subsiste  en- 
suite, y,  q\  q"  sont  très  inférieurs  à  h.  On  voit  donc  que  les  déplace- 
ments maxima  sonti^/*;  o,8G/i,  ou  plus  faibles  dans  le  cas  des  deux 
tiges. 

En  supposant  la  durée  de  la  secousse  plus  grande,  x  sera  le  pins 
grand  en  donnant  à  q  et  q^  leurs  valeui^s  maxima  de  signes  contraires; 
désignant  par  M  une  moyenne  entre  ces  valeurs,  on  aura 

./=  2,28  m, 

tandis  que  le  maximum  de  x"  est  |M",  M"  étant  celui  de  q  .  On  peut 
remarquer  que,  à  très  peu  près,  2,28  =  (4)^-  Par  consécjuent,  si  M"  el 
-M  sont  peu  différents,  les  maxima  de  déviation,  dans  le  cas  de  deux 
tiges  et  d'une  seule,  sont  dans  le  rapport  de  3  à  2.  Mais  ce  résultai 
suppose  que  q  et  q'  atteignent  simultanément  leurs  valeurs  maxima  de 
signe  contraire,  ce  qui  est  une  coïncidence  improbable.  On  en  peut 
conclure  qu'eu  général  la  déviation  ne  sera  pas  beaucoup  plus  grande 
pour  deux  tiges  que  pour  une  seule. 

En  supposant  que  a  soit  le  même  pour  ./■  et  x" ,  voici  ce  (pruii  peul 
connaître  des  grandeurs  relatives  de  ut.,  a',  u.". 
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On  a 


_ ,  aa  —  g-  aa 

rt -i- iSa'n- 5^        8(7' 


Par  conséqiuMit,  u.'  et  u."  pcuvenl  être  du  mémo  ordre  de  grandeur, 
mais  ijL  esl  beaucoup  plus  grand  que  chacun  d'eux,  puisque  p.  >/)[/.', 
\}.  >  '\  ij.". 

§  2.  —Application  à  une  tige  élastique. 

5.  Equations  du  mouvement,  abstraction  faite  de  la  secousse. 
—  Quoique  celte  équation  soit  connue,  il  n'est  pas  inutile  d'en  priV 
senter  ici  la  démonstration,  qui,  telle  qu'on  la  fail  d'ordinaire,  ren- 
ferme une  lacune. 

Clierclions  d'abord  la  posilion  d'écjuilibre.  On  suppose  que  la  tige 
est  homogène  prismatique  ;  en  l'aliscnce  de  toute  force,  le  plan  de 
la  figure  la  partage  en  deux  portions  symétriques;  il  en  sera  encore 
de  même  après  sa  déformalion,  en  supposant  que  toutes  les  forces 
agissent  dans  ce  plan  ou  sont  symétriques  par  rapport  à  lui.  Ainsi 
deux  sections  droites,  d'aire  co,  primilivemcnl  situées  à  une  petite  dis- 


tance X  resteront  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure  qui  les  coupe 
suivant  LL,  L'L';  A  et  A'  sont  les  centres  de  gravité  des  deux  aires, 
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A.\'  un  pclil  arc  (lu  filet  moyen,  lieu  dos  renlres  do  ^n'avitc;  BD'  osl,  la 
|)i(ijc(li(iii  d'un  aulro  liloL  (jui,  dans  Trial  nalnrol  do  la  lige,  était  pa- 
rallèle à  AA',  et  joint  deux  élonionls  é^aux  dw  des  aires,  projetés  en 
li,  15';  soient  AB  =  A'B'  =  ii,  AI  =  A'I  =  p,  rayon  de  courbure  (\n 
lilel  moyen. 

La  longueur  primitive  de  W ,  BB'  ('-LaiL  À;  soient  o,  o  liMirs  allon- 
gements relatifs.  On  a 

BB'        SI  X(n-5')        11-+-.  s,       >       H 

.VA  Al  A(r  +  o)  i  p 

en  négligeant  le  jiroduit  dos  p('tits  nombres  o,  -• 

L'allongement  o'  pi'oduit  sur  FélénKMit  d(<i  une  force  ou  traction  nor- 
male kc'dio,  k  étant  le  coeflicient  d'extension  rapporté  aux  unil(''s 
d'extension  et  de  surface.  Elle  se  change  on  pression  si  o'  est  négalil 
ou  correspond  à  une  contraction. 

Il  doit  se  produire  aussi,  (M1  général,  un  léger  glissement  altérant 
d'un  petit  angle  s,  l'angle  droit  (|iio  les  arcs  AA',  BB'  ont  été  supposés 
faire  avec  LL,  et  accompagné  d'une  force  A'sfZco,  parallèle  à  LL  et 
agissant  sur  dai,  k'  étant  le  coefficient  de  résistance  au  glissement  pour 
l'unité  de  surface.  (Jet  angle  t  altérerait  la  figure  et  la  valeur  de  c'. 
Mais  la  résistance  k'  est  énorme  et  cette  altération  peut  être  néglig<''o. 
La  flexion  et  mémi'  rallongeuKMit  ont  des  valeurs  sensibles,  et  non 
l'angle  i,  bien  que,  pour  les  érpiations  d'éfjuilibre,  on  doive  le  suppo- 
ser exister. 

De  là  résulte  l'ensemble  des  forces  agissant  sur  une  section  I^L.  et 
exercées  par  la  partie  P  de  la  tige  située  à  gauche,  sur  l'autre   l*'  <pio 

Fie-  l 


nous  supposons  libre.  Pour  les  autres  forces  extérieures  agissant  siu'  P  , 
soient  S,  S'  les  sommes  de  loui's  [irojoctions  sur  les  axes  AX,  .VY  dont 
le  premier  est  perpendiculaire  à  LL,  et  M  la  somme  de  leurs  moments 
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[)ar  lapport  au  point  A.  Les  sommes  analogues  provenant  de  Faction 
(le  P  seront,  suivant  AX, 

—  k  ^  0'  f/oj         ou         —  ''  2i  (  ^  "*"  "]  '^^'^^' 
qui  se  réduit  à 

en  remarquant  que  V  ;/  du)  ==  o.  Pour  la  même  raison,  la  somme  des 
moments  par  rapport  à  A,  ou  —  /r  V  ?/  0  dw  se  réduit  à 

y.u-  f/w  ou C-O), 

c  étant  de  l'ordre  des  dimensions  transversales  de  la  tige.  Parallèle- 
ment à  LL  la  somme  des  projections  des  forces  est  —  k'tio,  d'où  ré- 
sultent, pour  les  conditions  d'équilibre  de  P', 

Acoo  =  S,  k'wt  =  S',         -^  (0  =  M. 

P 

Les  deux  premières  donnent  0,  £,  et  la  troisième  -  ou  la  courbe  du  filet 
moyen. 

Le  moment,  par  rapport  à  A,  des  forces  dont  S  est  la  somme,  est 
évidemment  très  faible  à  moins  d'une  flexion  considérable  ;  en  dési- 
gnant par  ^  le  bras  de  levier  moyen  des  forces  parallèles  à  A\ ,  on 
aura  donc,  à  très  peu  près, 

M=S'3,        o=~,        ^=,^'. 

Si  S  et  S'  sont  du  même  ordre  de  srandeur,  comme  -  est,  en  séné- 

rai,  très  grand,  0  sera  très  petit  par  rapport  à-,  et,  par  suite,  aux 

valeurs  moyennes  de  ->  c'est-à-dire  que  0'  est  beaucoup  plus  grand 

P 
que  0.  Dans  tous  les  cas  où  il  y  a  flexion,  0  sera  donc  faible,  sans  quoi  0' 
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(li'piisserait  la  limite  de  ruplure.  DuresLc,  S  étant  toujours  un  allonge- 
ineut  très  petit,  on  peut  n'en  pas  tenir  compte  en  cherchant  la  forme 
(le  la  courhe  dont  p  est  le  rayon  de  courhurc.  Ce  sera  surtout  fort 
exact  si,  comme  dans  ce  qui  va  suivre,  toutes  les  forces  sont  à  peu  près 
perpendiculaires  à  la  tig'e,  ce  qui  rend  S  insensihle. 

Supposons  maintenant  la  tige  encastrée  en  O  cjui  sera  l'origine,  sur 


le  iilet  moyen,  OX  étant  tangente  à  ce  filet;  soient  ./;,y  les  coordon- 
nées d'un  (pielconque  L  de  ses  points.  On  devra  avoir 


y 


et 


(Ix 


pour 


et  la  courhe  achèvera  d'être  déterminée  par  uneéqiuition  difTérentielle 

kc-  0) 
du  second  ordre  qui  sera  l'équation  — -  =  M  appliquée  à  tous  ses 

points. 

Admettons  qu'il  agisse  sur  tous  une  force  accélératrice  Y  fonction 
de  x.  Si  ///  est  la  masse  de  l'unité  de  longueur,  la  force,  pour  la 
tranche  correspondant  à  l'arc  ds  de  la  courhe,  sera  7/1  Y  ds,  et,  pour  le 
point  L,  on  aura 


Acho 


I   m(x'-  x)Y'  ^,dx', 


I  étant  la  valeur  de  x"  à  l'extrémité  D,  et  Y'  ce  que  devient  \  quand 
on  y  remplace  x  par  x'.  En  négligeant  les  erreurs  relatives  de  l'ordre  de 

i-T-)  'OU  pourra  remplacer  ds  par  dx\   et  -  par  y-^  qui  a  hien   le 

signe  +,  en  supposant,  comme  on  l'a  fait,  le  centre  de  courhure  au- 
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dessous  de  la  lige  cl  M  positif.  11  en  résullo 

d-  Y        r  ' 

Si  on  lui  substitue  sa  dérivée,  nu 

réquation  primitive  n'en  résulte  qu'avec  Faddition  d'une  constante  ar- 
bitraire. Cette  indétermination  disparaît  en  y  joignant  la  condition 

évidente  -r^  =  o  pour  x  =  l.  En  répétant  la  même  opération,  on  aura 


dx 
encore 


et  l'équation 


d-'  r  . 

-3  =  n,     pour  x  =  l, 


fr  p.  =  Y. 


Pour  passer  à  l'équation  du  mouvement  on  devra   r(Miq)lacer  cliacpie 
composante  Y  d/ii   de  la   force  exercée   sur  l'élément   de  masse  r//// 

par  \  di)i  —  dm  —fr;  ce  qui  donne  pour  équation  (\\\   nionviMuent  de 
la  tige 

-     /  \  à'  Y  ,  .,  d'  Y  \- 

dt-  dx' 

avec  les  équations  aux  limites 

l      y  z=  o         et         —-  =  o,     pour  x  =  o, 

(r5) 

f    -T-^  =  O         et         v^  =  o,     pour  ./■  =^  I . 
d.i'^  ^  rt.r'  ' 

/étant  la  longueur  de  la  tige. 

Si,  au  lieu  dcr,  on  prend  pour  varial)le '^  =:  .r'  et  (judn  pose   -,  —  b. 
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lo  lormo  b'^  -r^  doviL'iulra 
ci.r' 


f  '2     ^'.>" 

da;'' 


Ainsi,  «'11  sui)piiiu;uil  l'accont,  il  csl  iiulilïén'iil  de  prendre  /  =  i ,  el,  si 
pins  tard  on  veut  adapter  le  résnltal  an  cas  /  quclconepie,  il  snfllra  de 

rem])lacer  ,r  et  ^  par  j>  j,- 

6.     InTÉGU.VLES     SIMPLES      DE     l'ÉQUATION     S.V>'S     SECOND      MEMBRE.    — 

Nous  n'aurons  plus  à  employer  les  lettres  des  calculs  du  numéro  pré- 
cédent, sauf  celles  qui  entrent  dans  les  formules  (i-1)  et  (^^)'i  les  autres 
pourront  servir  avec  une  nouvelle  signification.  L'équation  à  inléijrei- 
est 

/   /■  \  d-y         ,„  d^y 

où  ftest  une  constante.  La  méthode  suivante  se  trouve  dans  la  Méca- 
nique de  Poisson  ;  mais,  comme  elle  présente  quelcjues  lacunes,  il  est 
préférable  de  la  reproduire. 

On  aura  une  solution  particulière  de  l'équation  précédente  en  pre- 
nant 

y  ^  p  cos  bi^- 1  ^  p'  sin  b  ur  t, 

[K  étant  une  constante  réelle  ou  imaginaire  et  p,  p'  des  fonctions  de  .r 
seul;  p  devra  satisfaire  à  l'équation  -^-^  =  [i-''p,  dont  l'intégrale  com- 
plète est 

p  =  A &m^x  4-  A' cost7..r  -h  B(ei^^  -  e'V-')  +  B'(c^'  +  ,ri^), 

A,  B,  A',  B'  étant  des  constantes;  mais,  en  outre,  p  doit  satisfaire  aux 
équations  (i  5),  c'est-à-dire, 

d/j  d-  p     d^  p 

/^  =  "'         .-è  =  "     pourx-  =  c;         -^,  —  =  o     pour  x- =  i . 
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Pour  abréger,  posons 

/  cosa^c,  siim=.ç, 

\  1C  ^  f=^  f\  lî.V  +  i,'-  =    '/ . 

On  aura,  pour  ces  conditions, 

2B=-A,         2B'  =  -A', 

_  A^  -  A'c  +  B'/-t-  B^  =  o,         -  Ar  +  A'.?  +  By -+-  B'-  =  o, 

d'où 

A  o-'  +  A'/'  =0,  —  A/'  -H  A'  {la  —  i.')  =0. 

De  la  première  on  tire 

A=/'E,         A'  =  --'E, 

K  étant  une  constante  arbitraire,  et  l'autre  devient 

/^+o-'(2.V-    -)=--0, 

équation  à  laquelle  p.  doit  satisfaire;  en  la  divisant  par  4,  nous  l'expri- 
uierons  par  F([jl)  =  o,  et  ^-^^  sera  désignée  par  F(iJ.).  Ou  aura 
ainsi 

/,F(»  =  (2c  +//  4-(4«'  -  A'-'v),        /-'  -  g-  =  'h 

d"où 

(18)        F([J.)  =  /C  -h  '2  =  (,>!^+  r-l'-)cOS|J.  +  2,  F'([J.)  =  (■-  -  .V/. 

Eu  posant 

(iq)  X  =  /'(sin[;L,r-->.'l"  +  ir'-l^■'')-^-o\  — «-'"^t^''  "•-  ^'''''''-f-  î''"^','' 
il  eu  résulte 


=  EX. 
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On  Irouverail  de  même/;',  qui  ne  pourrait  difTércr  de  p  (|ur   \y,yv 

E- 
la  valour  de  la  constante  E;  en  la  remplaçant  pai"^;;-;'  "»  !>'"'■•  |i"i" 

solution  particulière 

(20)  y  =  X (  E  cos burt  -\-  j^  sin ^ [i.- / ) , 

et  X  satisfait  aux  conditions 

-^==«'  ^="'     P""r.r  =  o: 

(21) 

r  -; —  =  o,         -T-T  =  o,     pour  .r  :=:  I . 

(Lv-  rtx^  * 

On  peut  remarquer,  en  désignant  par  X'  ce  cpie  devient  X,  en   y 
remplaçant  u.  par  une  autre  racine  jjl',  qu'on  a 

et,  en  multipliant  par  (U  et  intéi^rant,  à  une  constante  près, 

.      /\-v-,   7  ,-rf'X'        dX  cPX'        d-X  dX'        rPX.., 

■  i  '         /  dx'  dx    a.j;-  dx-    dx         dœ^ 

i'W  vertu  des  relations  (21),  le  second  membre  s'annule  pour  ./•  =0 

v\    ./•  =  I. 

il  en  résulte  que,  si  u.'  et  jjl"  sont  différents,  on  a 


(22) 


/    W  dx  =  o. 


Propriétés  des  racines  de  l'équation  F([x)  =  o.  —  Avant  de  dé- 
tailler celles  qu'indique  Poisson,  il  faut  démontrer  deux  points  (|u'il 
a  omis.  

i"  L'équation  ne  peut  avoir  aucune  racine  de  la  forme  h{\  -f-  \l  —  i), 
//  étant  réelle.  En  effet,  la  valeur  (18)  peut  s'écrire 

F(,ui.)=  2  cos  a  cos  [A  V  —  1  +  2, 
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OU 

l"'('a')  =  co.s[ji.(r  4-  V  —  ')  -H  cos[jl(i  —  y'—  1)  +  2 
ci,  en  supposant  [JL  =  // 1  1  -+-  \/ —  i), 

F([J.)   =  COS2//v/—   1  -+-  COS-2/l   -h  2, 

(lonl  le  premier  lerme,  ou  ^e'-'' -h  ^e~-'^,  esl,  positif;  ainsi  F(;jt.  )  ne  peut 
être  nul, 

■2"  Pour  aucune  racine  ^,  ou  ne  peut  avoir  X  =  o  cpiel  «jue  soit  j,-; 

en  eilel,  on  aurait  aussi 

(PS. 

-,  =^  o 


el,  d'après  la  valeur  (  19),  en  soustrayant  X  =  o,  il  en  résulterait 

f  sin  \j..v  —  g'  cos  i^x  =  o  ; 
l'u  posant  :/J  =  o  dans  cette  relation  et  sa  dérivée,  il  en  résulterait 
/■'=o,  n'==o  ^^^  2c  +  /"=o.  2 s -1- ,;,'■=;  o  ; 

substituant  /=  —  2C  dans  F(  [j.  )  ==  fc  -+-  z  =  o,  on  aurait 


d'où 

s  =;  o,  g  =  o 


cV-  —  r'-H-  =  o,         <A -'  —  e-l'v'-'  =  o,  ou  r-V-  =  i ,         c'^^'-<  =  ,  ; 

les  modules  de  r-i^,  c^N-'  seraient  donc  l'unité,  et  en  posant 

u.  =  /i  -h  A' y  —  !  , 
h  et  h'  étant  réelles,  il  faudrait  qu'on  eût  e-'^=  i,  e^^*'=  i,  d'où 

/>  =  o,  h'  =  o, 

et  [ji.  =  o;  or  la  valeur  a  =  o  n'est  pas  racine  de  F(  a")  =  o. 
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iVous  pouvons  maintenant  démontrer  que  l'équation  F(a)  =  o  ne 
peut  avoir  aucune  racint"  de  !a  forme  ij.  =  //  -+-  /i\  -  \ ,  /i  el  //'  étaul 
réelles  et  toutes  deux  diiîérentes  de  o;  en  effet,  [jl'^  A  —  h' \j  —  r  serait 
une  autre  racine  et  [jl'—  ul''  ou  8hh' (Ir —  h'-)\/-'  i  ne  serait  pas  iinlle, 
sans  quoi  on  aurait  />'-  =  /r,  h'  —  ±  h,  et  u.,  u.'  auraient  pour  valem 
h{\  ±  v' — i),  ce  qu'on  a  vu  être  impossible.  Jmi  dési<,'nant  par  X,  X' 
les  valeurs  correspondantes  de  X,  elles  satisferaient  donc  à  la  rela- 
tion (  211)  et,  leur  forme  étant  F  ±  G  y—  i,  il  en  résulterail 

/    (  I''-4-  (]-  )dx  =  o. 

Comme  F  et  (j  sont  réelles,  il  faudrait  que  l'on  eût,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X,  F  =  o,  G  =  o  et,  par  suite,  X  =  o,  et  l'on  vient  de  voir 
que  c'est  impossible. 

Toutes  les  racines  ont  donc  la  forme  dz  />,  ±  h\  —  i ,  //  l'Ianl  léelle 
et  positive.  D'ailleurs,  en  prenant  pour  li.  ces  quatre  valeurs,  F(  ul)  ne 
change  pas.  Les  racines  se  distribuent  donc  en  groupes  de  (piatre  va- 
leurs de  cette  forme,  pour  lesquelles  [jl*  est  le  même,  et  il  suffit,  pour 
les  connaître,  de  chercher  celles  qui  sont  réelles  et  positives. 

Il  n'y  a  pas  de  racines  égales,  ou  satisfaisant  à  la  fois  à  F(  u.  )  ==  o, 
F'((a)  =--  o,  car,  d'après  les  équations  (i8  ),  on  anrail 

./b  =  -2; 

ainsi  ni  c,  ni  /ne  peuvent  être  nuls.  De  plus, 

<rc  =z  J'.s,  i;-^r-— y- — f'-r-^=J"^ —  \  =  tr-  ou  i,'-.^- =  o; 

■S  ou  i^  seraient  nulles  :  puisque  gc  —  ffs  =  o  et  ([iie  ni  f,  ni  <■  ne  sdul 
imlles,  il  faut  que  l'on  ait  s  =  o  et  i--  =  o  ;  soit  (|ue  u  ail  la  forme  zh  // 
ou  ±h\j—  I,  il  en  résulte 

^'-'^=1,  Il  ^:^  i-\         ou  a  =  o. 

ce  (pii  est  ini|)ossible.  |  (Jn  a  alors  V k  ix)  =  4-  | 
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Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  croître  [k  de  n  -  à  (/?  4- 1  )  -  .  rt 
étant  un  entier  positif  ou  nul.  L'expression 


est  toujours  négative  dans  cet  intervalle,  en  laissant  de  côtelés  valeurs 

extrêmes  /*->  (n  +  i)-;  elle  est  la  dérivée  de  — , — tan^u.,  qui, 

par  suite,  est  toujours  décroissante  et  ne  peut  s'annuler  qu'une  fois  dans 
l'intervalle;  son  produit  par  (t'!^4- (^'"|^)cosl«.,  c'est-à-dire  F'(iji),  ne 
pourra  donc,  non  plus,  s'annuler  plus  d'une  fois,  et  F([ji)  aura  dans 
rinlcrvalle  au  plus  une  période  de  croissance  et  une  de  décroissance, 
et  ne  pourra  s'annuler  plus  de  deux  fois. 

D'ailleurs,  F(|J.)  ou  fc  -\-  1  ne  peut  s'annuler  que  si  cosu.  dans  lin- 

Icrvalle  de  // -  à  ( //  +  1)-  est  négatif,  ou  si  n  a  la  forme  4'  +  1  ou 

:ii-\-  2,  i  étant  un  entier.  Mais,  quand  il  en  est  ainsi,  les  valeurs  ex- 
trêmes de  F([j.)  sont  2  et  2  —f,  ou  de  signe  contraire;  n'ayant  pu 
changer  de  signe  plus  d'une  fois,  il  ne  s'est  annulé  qu'une  seule. 

Par  conséquent,  les  valeurs  réelles  et  positives  de  pi,   rangées  par 
oidrr  de  grandeur  croissante,  sont 

-  -f-  0,     —  —  g',     —  -1-  0",     —  —  0'",  . . . , 

2  2  '      2  2 

dans  lesquelles  0,  â',  o",  . . .  sont  comprises  entre  o  et  ^t:;  sino,  sinS', 
sino",  . . .  sont  les  valeurs  de  —  cosut.  ou  de  — — - — ->  très  rapidement 
décroissantes.  Pour  la  plus  petite  racine  '-  -h  0,  Poisson  a  donné 


u.  =  -  -H  o,  3o'i3r  =  1 ,87^1 1 , 

valeur  aisée  à  vérifier.   Quant  aux  autres,  il  suffit  de  connaître  leurs 

valeurs  aijproehées  — >  — >  —1  ■••>  dont  l'erreur  est  très  faible  et  de- 
'  '  222 

vient  ra[)i(lement  négligeable. 
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7.  Intégrale  de  l'kquation  (i6).  —  Supposons  données,  do  .r  =  (» 
à  ./•  ^  I,  les  valeurs  Initiales 

(  '-i''  )  y  =  ?  (■^•\      '^7  =  .A  •'■;'      p""i'  ^  =  o- 

Poisson  admet  comme  postulat  que  rintcgralc  complète  est  une 
somme  de  solutions  particulières  de  la  forme  (20),  étendue  à  toutes 
les  racines  a,  de  sorte  que  l'on  a 

v^    '  /  ^  E' 

r=  >,X(  EcosAu.-/ +  , -,  sïn b u.'^ t  ) . 

•^  ^^       \  >  b\i.-  '         ' 

Si  X  correspond  a  une  valeur  particulière  de  a,  il  r(''sulle  tic  la  rda- 

lion(22)  que,  dans  l'expression  /    \y  dx,  tous  les  termes  de  lasomnie  V 

correspondant  à  des  racines  u.'  auti'es  (|ue  u.  disparaissent,  de  sorle  que 
l'on  a 

/    j'X  dx  ^  I  EcosAu.-/  -I-  p^sinAix-/  )  /    \-dx. 

En  posant/^  G  dans  cotte  équation  et  sa  dérivée  par  ra[)pi)rt  à  t, 
il  en  résulte 

f  Xo(.r)(/.r  .   f  \fxdx 

E=-^ r E'='-^ 


I    \-d.r  f  X- 

el  l'inlég-rale  complète  devient 


d.v 


in  hix- 1 


y  =r.'y — p /    X  o(./;)c/rcos/yu-/ -+-  /    X  f(x')  dx^  .    '.' 

f  \-  dx  ^' "  '   " 


Voici  conuiK-nt  Caucliy  trausI'oruK^    /    X-^//- dont  le  calcul  est  sans 

cela    fort    prolixe.    (Considérons   a   non   plus   comme    une    lacine    de 
V[\j.)  =  o,  mais  comme  une  lettre  indéterminée.  On  a  encore  idenli- 

Joiirn.  de  Math.  {\'  série),  lomc  Vil.  —  Kusc.  lU.  i8i)i.  JP 
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(|lieiU01ll 

dx 


En  imillipliniit  par  X  et  siibstiluaiil  |j.''\  =  y-r->  on  aura 

^•\         d\  d'\       d\\  ,    ,  r\.,   ,         ,,         ,, 

dji"  d'x         d<x    djc'         d.r  '  '       /  '  ' 

en  posant 

d-X  d\     d^X  d'X    d'-X  d'X  dX 


H  =  X 


f/r*  d'x         d.v  dx-  d\t.         dx-   dx  d<>.         dx^   d\t. 


cl  désii;iiant  par  lî,,  R„  les  valeurs  de  H  correspondant  à  •<  =  1 .  •/=  o. 
(Juel  (|ue  soit  a,  on  a.  quand  ./;  =  o. 

,.  dX 

V  ^  o,  ,     =  o, 

dx  ' 

iroi'i 

dX  _  d-X     _ 

d\x  '  d.v  (/'). 

il  en  résulte 

I{„=o. 

Ensuit(\  (piand  x  ^=  t ,  la  \aleur  (19)  donne 

dx-  '  dx-  f/a 

ce  qui  annule  le  second  et  le  troisième  lernu-  de  lî  ;  on  a  aussi,  pour 


ou 


2X  =  (UC  +/)(2*  -  g)  —  (2C  -  /)(  -.V  -^    -)  =  liisf  -  ^i,' 

rf»X 


S:5  =  /(-  2c— /)  +  s'(-  25  +  5)  =  - r -  {W - r  )• 
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l'I  rcs  valcui's  |)imiv(mU  s'écriiv,  d'apirs  les  formules  (  iH), 
Il  en  r.'siillc 

DU.  rii  l'aisaiil  1"(  a  )  =  o  après  les  diircieiiliations, 

.1 
/    X-  J.C  =  I  F'  (>  )] -  =  (gc  -  fs  )- . 

Linli'îfralc  complote  esl  ainsi 


(2',)    y 


V 


J„         '  '  J„  ■    -^  b\>.- 


la  somme  V  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  ul. 

S.  (Conditions  que  l'intégrale  doit  remplir.  —  Le  postulat  de 
l'oisson  n'est  évidemment  qu'une  hypothèse  gratuite,  et  il  a  laissé  de 
côté  les  trois  vérilications  suivantes  sans  lesquelles  la  formule  (2'i  ) 
n'est  qu'une  réunion  de  solutions  parliculièrcs.  Il  faut  démontrer  : 
I"  que  la  série  (24)  est  convergente;  2"  que,  pour  /  =  o,  elle  satisfait 
aux  conditions  (23);  3°  qu'elle  satisfait,  ([uelque  soit  /,  aux  équations 
(16  )  et  (i5  ). 

i"  C orner gciicc  de  la  série  (2'i).  D'après  les  formules  (i^).  on  a 
-F'(»=.A-o-c=/v  +  ^, 

,r  elX g— 11 

<H,  quand  u.  croit  à  Tinlini,  ^ou  —. convcr2;e  vers  lunilé.  de  même 

1  "  '  /         6'H--t-  e-v-  o 

(pie  -  -  et  sinu,  sauf  le  signe;  lien  n'-sulle  (pie  ^'-'^F'fui-V  a  pour  limite  1. 
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Ensuile  la  valoiir  (19  )  tic  X  donne 

cl  si  l'on  y  ncj;'ligc  les  teniiCs  qui,  (jucl  que  soit  .r,  décroissent  sans 
limite  (juanil  u.  augmente,  on  devra  dans  les  cocfficicnls  supprimer  c"-'^ 

et  aussi  ■icc'^,  puisque  c  ^  —  ^.;  il  restera 

sc~^"^-^  _l_  siiiij../;  —  cos[j..r  +  c'^'', 

dont  cliacpic  terme  est  au  plus  ruiiilé,  et  même  le  second  et  le  troi- 
sième réunis  forment  au  plus  y  2;  puisqu'on  a,  au  signe  près. 

lime  ''F'(u.j  =  I. 

il  en  résulte  qu'à  partir  d'une  valeur  de  a  suffisamment  grande,  on 

aura  numi'riquement 

X      _       e-i'-\  , 

Il  est  clair  cjuc  les  termes  conservés  dans  f^X  seraient  à  peu  piès 
les  mêmes  dans    ,  "  .,  et  qu'on  en  tirerait  de  même 

IX-  djL-  » 

d-\ 

Ola  suffit  pour  vérifier  la  convergence  de  la  série  ('-i'i),  si  on  la 
réduit  à  sa  seconde  partie  dépendant  de  .r;  en  elTet.  en  y  renqila- 
(;ant /(.r)  par  son  maximum  uuméri(pie  M,  siu/'u-/ par  1  ri,  ([ucl  (pie 

soit ./;,  ,-T7-^ — r  par  {,  elle  se  réduit  à 

où  les  valeurs  de  a  sont  supéri(nnes  à  celles  d'une  progression  aiitlimé- 
lique. 
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(^uanL  à  la  première  [)artie,  il  faut  remarquer  que  la  lige  doit  èlic 
supposée  encastrée  déjà  dans  les  conditions  initiales,  de  sorte  (pic  Ton 
a  (  '  ) 


/     \  d<o(a:) 

(^[x)  =  o,         — y^ — =  O)  pourx  =  o. 


Ensuite 


Les  deux  premiers  termes  s'annulent  pour  x  =  o,  d"aj)rès  les  con- 
ditions précédentes,  et  aussi  ])our  ^  =  i,  d'après  les  relations  (21). 
(  )n  a  donc 

/    X  9  ( ./;  )  </./•  =  —  /      .,  ,  ,      ;  \  '  dx, 

J^  1-^"  J^    1^'  "■'"      dx- 

v\  pourvu  que  j-t  ne  devienne  pas  infinie  dans  les  limites  de  l'inlé- 

grale,  en  remplaçan  I 

\  I        d'-\ 

F'(;a)      ''         F'(|;l)   is.-dx- 

pai'  1,  on  verra,  comme  ci-dessus,  (|ue  la  série  a  ses  termes  numéri- 

(luement  inférieurs  à  ceux  d'une  suite  de  la  forme  M'  V  — , >  où  M'  a 

une  valeur  finie. 

2"  Conditions  initiales.  —  Leur  vérification  ne  peut  se  faire  (|ue 
par  les  théorèmes  généraux  dus  à  Cauchy  et  dont  Tapplicalion  de- 
mande une  discussion  détaillée  dans  chaque  cas  particulier.  Pour  ne 
pas  interrompre  la  recherche  actuelle  relative  à  la  tige,  je  renvoie 
celte  discussion  au  §3,  et,  pour  le  moment,  nous  admcltrons  (pie  la 

série  (24)  et  sa  dérivée  y^  se  réduisent  bien  à  o{x),  /{•"■')  qniuul  /  =  o. 

sans  que  (p(ic)  soit  astreinte  à  aucune  condition  pour  a;  =  o  ou  i . 
i"  Conditions  (16)  e/  (i  j).  —  Ces  relations  sont  satisfaites  sépar(''- 

(')  ]'<nr,  au  11"  21,  !<;  coni|ili'rnent  à^  celte  déinonstralion. 
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iiKMil  |i;ir  c'hiKjUi-'  Icniie  tic  la  série  (^24  );  mais,  [)oiir  poiivoii'  dire  (|iril 
en  l'sl  (lo  mémo  pour  la  série  louL  cnlière,  il  faudrait  que  ses  dérivées 

l'ussenl  convergcnles.  (3r  en  parlieulier  -rV'  ~f~,  'i"^  dilTèrent  de  }'  que 

|iai-  rinlroduclion  dun  fadeur  tj.' ou  ^-a*  dans  ciiaque  terme.  On 
pnin  lail  essayer  de  le  faire  disparaître  comme  ci-dessus  en  substituant 
dans  la  portion  dépendant  de  /(■''). 

'y  f\J\.r)dr  =  j''^/(.v)dr 

_  d'X   ^,  d^  d/(x)         d\  d- /(.!■] 

d,r'  ■'     '    '         d.c-       d.r  dx       d.c- 

—  V      ,  -h  I    V    •    .      dx. 

(Lr'  j  a.V 

1 1  l'audrail  alors,  pour  annuler  les  termes  hors  du  silène  /  quand  r  =:  o 
ou  1 ,  supposer  que  /"( ./)  satisfait  aux  conditions  (21  ),  ou  que  Ton  ail 

■^^■^^  ^  °'         ''^TTF'  ^  "         P*^"''  X-  =  o  : 

d'-fi-r)  d'fix) 

•.   ,     =  O.  ,  .,     ^  o  |M)ur./=i, 

t/.t-  dx'  ' 

d''f(x)  „    .  I       1-      ■  -'■■1 

cl  (111  en  outre     ',  .     reste  imie  entre  les  limites  x  =  o  et  i.  b  il  en  est 
'  dx  • 

ainsi,  il  est  clair  que,  dans  la  portion  de  la  série  dépendant  de  f  (■''), 

les  termes  seraient  inférieurs  à  ceux  dune  snile  de  la  forme  M"    »  —  • 

Mais  cette  transformation  ne  suffirail  pas  pour  la  jiortion  d(''pen- 
(iaiil  (le  ^( ./;);  aussi  devons-nous  recourir  à  un  autre  mode  de  raison- 

MCUIi'Ill. 

Soitj'„la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  valeur  (24)  de  r; 
)■„  satisfait  aux  équations  (16)  et(i5),  ei  les  valeurs  initiales  de  v'„, 

•^  sont  des  fonctions  cp ,(./;),/,  (.r)  diilV'renles  de  0  (./•),/'(./:•),  et  que 

l'on  obtient  en  posant  /  ^  o  dans  les  valeurs  de  y,,,  \^',  ainsi,  (piaud 
//  eioil  à  Finlini.  o,(.r),  J\(-c)  finissent  par  dilférer  aussi  peu  que  Ion 
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vomira  de  ^(x),  f{x).  Or,  si  les  fonctions  initiales  étaienl  cp,(x), 
/,(./;),  lemouvemenlde  la  tige  serait  bien  représenté  par  j„;  si  cj,(a:), 
/■,(./;)  finissent  par  diflerer  infiniment  pen  de  ç>(.r),  /(x),  ce  mouve- 
nicnl  sera  donc  bien  à  la  limite  le  jnoiivenient  correspondant  à  '-fix), 
J\x)\  celui-là  est  donc  représenté  par  la  valeur  limite  de  v„  ou  jiar  la 
formule  (  i'\). 

\).  Intégrale  complète  de  L"ÉQUATIO^•  (i4^-  —  (^bercbons  main- 
li'iianl  lintégralc  complète  de  léquation 

-TT'  ^  '''  -T-^  =  ^  • 
al-  (Lf 

satisfaisant  en  outre  aux  équations  (i5)  où  /=  i,  et  au.v  condilidu.-- 
iuiliales  (23). 

il  suffira  de  déterminer  jk'  en  rej;ardant  les  fonctions  initiales  o(./.), 
/"(  ./■  )  comme  nulles,  car,  en  ajoutant  au  résultat  l'expression  (24),  on 
aura  évidemment  la  solution  demandée.  Nous  admettons  que  Tex- 
|iression  \  est  une  fonction  donnée  quelconque  de  (  elx.  Toutefois, 
poui'  trouver  la  valeur  de  y,  qui  sera  ensuite  vérifiée,  nous  pouvons 
regardei-  Y  comme  une  accélération  imprimée  à  tous  les  points  de  la 
tige,  puisque,  dans  sa  signification  primitive,  c'était  une  force  accélé- 
ratrice. Nous  pouvons,  provisoirement,  ne  l'astreindre  à  aucune  con- 
dition spéciale  correspondant  à  l'encastrement. 

Soit  Y'  ce  fjuc  devient  Y  quand  on  y  remplace  /  par  /  .  LCIl'ii  de  la 
force  ("quivaut  à  une  série  de  vitesses  Y'dt',  imprimées  à  tous  les 
points  de  la  tige  à  des  intervalles  de  temps  d(  ;  le  mouvement  est  dû 
à  ces  vitesses  seules,  les  fonctions  o  et  /  étant  nulles.  La  valeur  de  y, 
due  à  une  seule  vitesse  Y'dt,  se  déduit  de  la  formule  (24)  en  rempla- 
çant o(x)  par  o,  la  vitesse  initiale  /(x)  par  Y'di' ,  et  t  par  t  —  /', 
temps  écoulé  depuis  répo([ue  initiale.  La  valeur  complète  de  y  est  la 
somme  de  celles  cpii  correspondent  aux  vitesses  élémentaires,  ou 

\  i'ri/i<ali<>ii.   —    I']n   rem|)la(;ant  si riA u. '-'(/  —  /' )   |>ar  1.  ^    pai    xm 
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lUiiximnm  nuni»''riqiic,  et  quel  que  soil  x,  ~ — r  par  4,  on  verra,  comme 

au  numéro  précédent,  que  la  série  est  convergente. 
Soit  )'„  la  somme  des  n  premiers  termes.  Un  aura 

dt       j^  Li'  (;^)]\'o  Je. 

Ainsi    V'„  et  -~  s'annulent   avec   /.    En    outre,    en    remarquant   que 

-7-v  ^  u  \,  on  aura 

(■/./■'        ' 

dr-  ^'    d.c-'  -    "' 
où 

la  somme  V  s'étendant  aux  n  premiers  termes.  De  plus,  y„  comme  X 

satisfait  aux  conditions  (i5).  Par  conséquent,  si,  dans  Técpialion  (i-'j), 
le  second  membre  était  Y„  au  lieu  de  Y,y„  serait  de  la  valeur  exacte 
de  y,  satisfaisant  à  toutes  les  conditions,  y  compris  celle  de  s'annuler 
pour  ^  =  G  de  même  que  sa  dérivée. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent  relativement  aux 
conditions  initiales,  il  est  prouvé  que  toute  série  de  la  forme 


iiTOôT^r  ^?(-^)'i^ 


[F'(:^)] 

est  convergente  et  a  pour  somme  o(.r).  Il  en  résulte,  en  renqdaçant 
'^{x)  par  Y,  qu'en  faisant  croître  n  à  Finlini,  \  „  a  pour  limite  Y,  et 
par  suite  la  valeur  exacte  de  ysera  la  limite  de  v„  ou  l'expression  (  2>  ). 

10.  Lois  nu  mouvement  relatif  pour  une  secousse  de  nature 
ouELCONQUE.  —  Si  l'on  veut  passer  du  cas  simple  examiné  jusqu'ici  à 
celui  des  secousses  tourTiantes,  il  est  nécessaire  de  rappeler  (pidcpies 
])rincipes  généraux. 

1"  Cliaiigcmcul  de  coordonnées.  —  Etant  donné  un  système  S  de 
points  ou  de  corps,  rapportons  son  mouvement  à  un  premier  système 
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A  d'axes  des  x,  y,  z,  immobile,  puis  à  un  second  A'  des  x',y',  z  en 
mouvement  d'une  manière  quelconque.  Prenons  d'abord  pour  S  un 
point  libre  M  et  soient/  la  force  qui  agit  sur  lui;  X,  Y,  Z  ses  projec- 
tions sur  les  axes  A;  \',  Y',  Z'  les  mêmes  pour  les  axes  A',  en  suppo- 
sant /  rapportée  à  l'unité   de  masse.  Les  équations  du  mouvement 

ci-  r  ■ 

absolu  sont  -pv  =  X,  . . .,  et,  en  transformant  les  coordonnées,  on  aura 
at' 

pour  celles  du  mouvement  relatif 

Les  termes  additionnels  X",  Y",  Z"  dépendent  de  '/,>'',  -',  -^»  -^) 
-^)  ou  de  la  position  relative  et  de  la  vitesse  relative  du  point  et,  en 

outre,  du  mouvement  des  axes.  On  peut  les  regarder  comme  les  pro- 
jections d'une  force  fictive  ou  apparente  ç  et,  de  la  sorte,  le  mouve- 
ment relatif  sera  le  même  que  si  les  axes  ne  bougeaient  pas,  mais  qu'à 
la  force  /on  joignit  la  force  z>. 

II  en  est  de  même  pour  tout  système  S,  car  on  peut  toujours  le  con- 
sidérer comme  un  assemblage  de  points  libres  exerçant  entre  eux  des 
forces.  Les  lois  du  mouvement  relatif  s'obtiendront  donc  en  suppo- 
sant les  axes  A'  immobiles,  et  corrigeant  l'erreur  par  l'hypothèse  que 
la  force  apparente  a?  agit  sur  chaque  point,  outre  les  forces  réelles. 

■2°  Mouvement  contraint.  —  Admettons  que  le  sol  ou  un  ensemble 
de  corps  formant  un  tout  de  forme  invariable  éprouve  un  déplace- 
ment, et  pour  y  rapporter  celui  du  système  S  menons  des  axes  fixes 
par  rapport  au  sol.  Ce  seront  les  axes  A  dans  la  position  primitive  ou 
immobile  du  sol,  les  axes  A'  pendant  son  mouvement. 

Admettons  maintenant,  en  outre,  que  le  système  S  renferme  un 
certain  nombre  de  points  d'appui  P,  fixés  au  sol  d'une  manière  inva- 
riable et  dont  le  mouvement,  par  conséquent,  sera  contraint  par  celui 
du  sol.  Xous  ne  pourrons  plus,  en  apparence,  les  considérer  comme 
libres. 

Nous  pouvons  les  supposer  tels,  pendant  le  mouvement  de  S,  si  le 
sol  est  immobile  en  supposant  les  liaisons  qui  les  fixent  remplacées 
par  des  forces  convenables  F,  F',  . . .,  maintenant  leur  immobilité;  mais 

Journ.  de  .»/a</i.  (4'  série),  lome  VU.  —  Fasc.  III,  iSgi.  4^* 
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les  lois  lia  mouvement  s'obtiennent  aussi  bien  en  laissant  de  côté  ces 
forces,  et  exprimant  d'une  autre  façon  la  condition  d'immobilité;  c'est 
ce  ([ui  a  été  fait  pour  la  tige  encastrée,  en  ajoutant  aux  autres  condi- 
tions celles  que  j'  et  -;-  fussent  nuls  pour  x  =^  o. 

Pendant  le  déplacement  du  sol,  on  pourrait  de  même  regarder  les 
j)oints  d'appui  comme  libres,  en  supposant  l'action  des  forces  F,  F',  . . . 
propres  à  leur  donner  leur  mouvement  contraint;  ensuite,  dans  les 
équations  du  mouvement  relatif,  comme  on  l'a  vu,  on  doit,  pour  dé- 
terminer ce  mouvement,  supposer  l'action  de  la  force  apparente  o, 
puis  considérer  les  axes  comme  immobiles,  et,  de  la  sorte,  les  forces 
F,  F',  . . .  doivent  être  prises  de  façon  à  assurer  l'immobilité  des  points 
d'appui.  On  retombe  ainsi  sur  le  cas  précédent,  et  l'on  peut  de  nou- 
veau laisser  de  côté  les  forces  F,  F',  . . .,  en  exprimant  d'une  autre  ma- 
nière la  condition  d'immobilité. 

Pour  la  tige  entre  autres,  il  suffira  donc  de  supposer  sur  tous  ses 
points  l'action  de  la  force  apparente  cp  et  d'y  joindre  la  condition 
qu'elle  est  encastrée  en  l'exprimant  comme  si  les  axes  étaient  fixes. 

(In  aura  ainsi  son  mouvement  tel  qu'il  apparaîtrait  à  un  observa- 
teur partageant  celui  du  sol. 

3°  Cas  où  l'axe  instantané  a  une  direction  constante.  —  Le  mou- 
vement du  système  des  axes  A'  se  compose  de  celui  de  l'origine  O' 
dont  a,  P,y  seront  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  et,  en 
outre,  d'un  mouvement  de  rolation  autour  d'un  axe  instantané  pas- 
sant par  O'.  Nous  laisserons  de  côté  le  cas  plus  compliqué  où  cet  axe 
a  une  direction  variable,  et  nous  supposerons  qu'il  reste  j)arallèle  à 
lui-même. 

Pour  la  transformation,  nous  prendrons  d'abord  les  nouveaux  axes 
])arallèles  aux  autres,  et  de  même  sens,  de  sorte  que  l'on  aura 


~7ÏF  —  -^  ~  ^2"' 
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Los  termes  additionnels   \",  \' .  Z'    sei'ont  ainsi  : -,    —  ^— , 

lit-  dt- 

-rp,  ,  et  la  force  ap[)ai"eiilc  ^  csl  raccélcration  de  l'origine  prise  en  si>,Mie 

contraire. 

Puisqn'on  doit  la  considérer  comme  agissant,  il  est  plus  simple  de 
la  faire  rentrer  dans  les  forces  réelles /  dont  les  projections  sont  \, 
^  .  Z,  et  de  désigner  de  nouveau  par  x,y,  z  les  coordonnées  relatives 
aux  nouveaux  axes  qu'on  doit  maintenant  supposer  immobiles.  Su|)- 
posons,  pour  simplifier,  que  l'axe  de  rotation  soit  celui  des  z;  en  dési- 
gnant par  0  l'angle  dont  les  axes  mobiles  ont  tourné,  on  aura 

X  =.  x  cos  0  —  _)''  sin  0 ,         y  =  .r '  sin  0  -i-  )  -'  cos  0 . 

La  valeur  de  x  se  déduit  de  celle  de/  en  remplaçant  0  par  0  4-  .',  -  et 

—TT  se  déduira  de  même  de  -p--  On  trouvera  ainsi 
(il-  clt- 

X  =  ^  =  P  cosO  -  Q  sinO,        Y  =  ^'  =  P  sinO  +  (  )  cosO, 
al-  ^  '  (II''  ^  ' 

en  posant 


d-x'        _     dy  di)  ,  /<'/')\' 

~dr'  ^  ~dt   dl  ^  '^ 


dny-       ,  d'h 

di)  ~y  W'' 


t^        d'-y'  dx'  f/f)  ,  /doy  ,  d''^ 

^^^  ^- -^ '' lu  di  -y  \iii)  +-^  w 

Ensuite 

X'  =  X cosO  -f-  Y  sin6  =  P,         Y'  =  —  X  sinO  -f-  Y  cosO  =  (y 
En  substituant  les  valeurs  de  P,  Q,  ces  relations  prennent  la  forme 

i-x 

IF 


d-  T 
supposée  -T-r  ^  X'  4-  X",  . . .,  dans  lesquelle 


/  V-»  dv'  dO  ,  fdfiy  ,  d'H 

[^  =''-àdt^''-[dï)  ^yw 

j  dl    dl  ^■>   \dl)  dl' 

f    '7// 

'  Z    =  o, 
Ce  sont  les  projections  d'une  seconde  force  a|)parenle  s  ,  agissant  sut 
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tous  les  points  du  syslôme,  outre  la  première  désignée  ci-dessus  par  o, 
et  les  forces  réelles. 

I  I .  Applicatio>'  de  ce  qui  précède  a  la  tige.  —  Comme  on  l'a  vu, 
le  I)ut  de  cette  recherche  est  de  trouver  comment  le  déplacement  du 
sol  peut  être  augmenté  en  se  communiquant  à  un  corps  élevé;  nous 
devons  donc  supposer  la  tige  verticale,  encastrée  inférieurement. 

En  outre,  l'effet  des  forces  o,  o'  est  de  donner  des  impulsions  élé- 
mentaires successives  aux  divers  points  de  la  tige,  et  les  mouvements 
dus  à  ces  impulsions  s'ajoutent  algébriquement,  de  sorte  qu'il  suffit  de 
les  considérer  séparément. 

II  y  a  évidemment  dans  le  mouvement  du  sol  des  complications  à 
laisser  de  côté.  Il  est  inutile  de  supposer  variable  l'axe  de  rotation;  on 
n'a  guère  non  plus  à  considérer  des  rotations  azimutales,  mais  d'in- 
clinaison. Aussi  l'axe  que  nous  avons  pris  pour  celui  des  ;  sera  hori- 
zontal; l'axe  des  x  vertical  suivant  la  lige. 

Il  est  inutile  également  de  tenir  compte  de  la  courbure  du  mouve- 
ment de  translation  ou  du  déplacement  de  l'origine  mobile  O;  il  sera 
rectiligne.  La  composante  verticale  de  la  force  o  peut  être  laissée  de 
côté,  son  effet  étant  détruit  par  la  fixité  du  pied  de  la  tige;  il  suffît  de 
considérer  le  déplacement  horizontal  de  O  que  nous  désignerons  par  m, 
placé  sur  le  prolongement  de  l'axe  des  y  :  la  force  9  se  réduira  ainsi  à 

sa  composante  Y  =  -p-  •  C'est  le  cas  simple  (pie  nous  avons  considéré 

précédemment  pour  un  système  de  deux  liges  articulées. 

Quant  à  la  force  9  dont  les  projections  X",  \  ",  Z"  ont  la  valeur  (2G), 
il  faut  remarquer  que  0  est  un  très  petit  angle  et  qu'on  doit  négliger  les 
termes  de  degré  supérieur  au  premier  par  rapport  à  0  et  ses  dérivées, 

et  entre  autres  ( -y- 1   par  rapport  a -7-^;  cehi  devient  du  reste  encore 


V^^;   i 11 dt 

plus  évident  en  attribuant  à  0  la  forme  d'un  cosinus.  Soit,  en  elTet, 
0  =  /i(i  —  coakt),  h  et  k  étant  des  constantes  :  0  croit  alors  de  o  à  -2/1 

et  diminue  jusqu'à  o  dans  un  temps  -77;  il  en  résulte 

\^^//  /  dl-  ' 

et  le  rapport  h  des  coefficients  est  imperceptible. 
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(3n  doit  regarder^'  comme  do  Tordre  de  0,  puisque  la  lige  à  l'élal 
primitif  était  rectiligne  et,  par  conséquent,  négliger  dans  les  for- 
mules (aO)  les  termes  ayant  y'  ou  -~t  eu  facteur.  De  la  sorte,  X"=  o; 

aucune  force  ne  tendant  à  donner  à  la  tige  des  oscillations  longitudi- 

dc'  d^^  . 

uales,  -^  =  o,  et  l'on  a  Z"^=  o,  Y"=  —  x'  -j--  iNous  désignerons  les 

coordonnées  par.r,j',  au  lieu  de  x' ,y'  et,  en  outre,  nous  remplacerons 
0  par  —  6,  de  sorte  que  cet  angle  tendra  à  éloigner  la  tige  de  Taxe 

des^^.  La  force  o'  se  réduira  ainsi  à  sa  composante  Y  ^=  x  -j^,  agissant 

sur  chaque  point;  0  est  le  déplacement  absolu  (ju'aurait  l'extrémité  si 
la  tige  restait  rectiligne. 

Soient  II,  0'  ce  que  deviennent  u  et  0  quand  on  y  renqilace  /  [tar  /'. 

Kn  substituant  soit  Y'=  -tttt'  soit  Y' =  a; -^^  dans  la  formule  (2)). 
nous  aurons 

(■-^7) 

en  posant 


X  f  Xdx  X   f   xXdx 

('-^«)  ^'=    [P(:x)]^  '       ^-     [°F'(i^)?    ' 

y  correspondant  à  la  secousse  par  translation  et  /'  à  la  secousse  [lai- 

inclinaison,   la   tige  dans   les  deux  cas  étant  rectiligne  et  immobilr 

avant  la  secousse. 

On  a 

r..  ,        r  d'y-    ,        d^y^ 
^j  \ dx  =  j  -,^, dx  =  -,^3 • 

(  ".ctte  valeur  est  nulle  pour  x  =  i  et,  d'après  la  formule  (19  ),  se  réduit 
pour  X  r=  o  à  —  2/".  Ensuite 

.   /■    V   /  f       d'X     ,  cPX  d'X 

a-j  x\dx  =  J  -^ -r^.dx  =  X  ^^^^,  -  y^,- 
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Lo  jii'cmier  terme  est  nul  pour  x  =  i  et  x  =  o,  le  second  pour  x  ^  i; 
il  se  réduit  à  —  2g'  quand  ,r  =  o.  11  en  résulte 

f  Xdx=—,  I    xXdx  =  -%-■ 

En  outre,  il  nous  suffit  de  connaître  y  (tiy'  pour  l'extrémité  de  la  tige, 
et  pour  cela  il  faut  prendre  x  =  i  dans  le  premier  facteur  X  des  for- 
mules (28).  Comme  on  l'a  vu  au  n°  7,  on  a  dans  ce  cas  X  =  —  2F'([jl), 
d'où  résultent 


kl" 


U'  = 


Pour  simplifier  ces  valeurs,  remarquons,  comme  on  l'a  vu  au  u"  6, 
(jue  les  racines  \j.  de  rang  impair,  que  nous  appellerons,  pour  abréger, 

les  racines  impaires  ont  la  forme  (4/-f-i)-  +  S,  et  les  racines  paires  la 
forme  (4î-i-3)  -  —S,  S  étant  compris  entre  oet  ju;  ainsi  sin[/.  =  ±cosô 

étant  positif  pour  les  impaires,  négatif  pour  les  paires.  Convenons 
(l'employer  les  signes  supérieurs  pour  les  racines  impaires,  les  signes 
inférieurs  pour  les  paires.  On  a 

fc  +  -î  =  o,  s-"  =  i  -  c- = --j— =  j,,  S  =  ±j., 

pour  la  valeur  et  pour  le  signe.  Il  en  résulte,  en  exprimant  tout  en 
fonction  de  s  et  c, 

ë   =  2*  +  g-  =   ^ =  +   -c ' 

,^,/     X  r  25  2i(iq:c) 


et  les  valeurs  ci-dessus  se  réduisent  à 


(x(iqrc)  [J.- 
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Pour  la  première  racine,  on  a  U  =  i,566o,  L '  =  1,1377.  *^o'""  'es 
aiilrc^,  on  peut  prendre  c  =  o,  .v  =  ±  i,  d'où 

l>-  n^  '  2      ?.      2 

Kn  même  temps,  en  intégrant,  par  partie,  ^^,  — -,  et  remanpiaiil 
que  -^,  -^  s  annulent  avec  /  ,  les  tormules  (27)  deviendront 


(■30) 


12.  Remarques  sur  les  valeurs  PRÉcÉDE^•TES.  —  Désignons  par  li 
l'excursion,  c'est-à-dire  le  maximum  de  u  ou  de  0,  ou  le  déplacement 
absolu  qu'éprouverait  l'extrémité  de  la  tige  si  elle  restait  rectiligne 
])endant  la  secousse;  soit  -,  la  durée  de  celle-ci  et  posons 

l>\}.'  =  /«,  /     -j—  cosm(t  —  t'  )  dt'  =  \  , 

en  remplaçant  u'  par  ô'  pour  y'  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  de  sorte 
que  m  corresponde  à  la  période  —  d'un  des  mouvements  naturels  de 
la  tige. 

Nous  avons  vu,  au  n°  1,  le  mode  de  variation  de  V  dans  divers  cas; 
il  convient  d'en  distinguer  trois,  ou  trois  espèces  de  valeurs  de  n>  on 

de  V  :  I"  —  est  très  petit  par  rapport  à  z;  2"  —  est  très  grand  par  ra[)- 

port  à  t;  3"  ils  sont  du  même  ordre  de  grandeur. 

1°  Si  V  est  de  la  première  espèce  (en  supposant,  cela  «va  sans  dire, 
que  la  secousse  soit  réellement  répartie  sur  la  durée  t  et  non  accumu- 
lée sur  un  instant  plus  court),  la  variation  très  rapide  de  cosw  ((  —  /') 

rend  V   très  petite  par  rapport  à  /  -^  dC,  et,  par  conséquent,  par 
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rapport  à  /t  ;  si  y  se  réduisait  au  tenue  UV,  il  serait  presque  nul;  la 
tige  accompagnerait  la  secousse  lente  en  restant  presque  rectiligne.  Il 
on  serait  évidemment  de  même  pour  la  valeur  complète  de  y  si,  déjà 

pour  le  premier  terme,  z  était  très  grand  par  rapport  à  —  • 

2°  Si  V  est  de  la  seconde  espèce,  on  a  vu  au  n"  1  que  V  croît 
d'abord  à  peu  près  jusqu'à  +  h,  puis  diminue  et  reste  insensible  après 
la  lin  de  la  secousse.  Si  V  est  de  la  troisième  espèce,  le  résultat  est  in- 
lermédiaire  entre  les  deux  autres  cas  :  pendant  la  première  partie  de 
la  secousse,  V  n'atteint  pas  la  valeur  h,  et  il  en  est  de  même  pendant 
la  seconde  partie,  à  moins  de  coïncidences  improbables;  mais  le  mou- 
vement, après  la  fin  de  la  secousse,  n'est  pas  insensible. 

3"  S'il  existe  dans  la  valeur  dey  des  termes  V  de  la  seconde  espèce, 
ils  se  trouvent  parmi  les  premiers;  pour  le  premier  seul  le  maximum 
est  ainsi  i,566o/*;  si  im  grand  nombre  de  termes  consécutifs  sont  de 
celte  même  espèce,  les  suivants  sont  négligeables  par  suite  de  la  peti- 
tesse du  coefficient  U,  et,  quant  aux  autres,  V  restant  positive  pendant 
la  secousse,  ils  sont  de  signe  alternatif;  le  maximum  de  y  est  ainsi 
moindre  que  la  valeur  ci-dessus  et  se  réduit  environ  à  /*  ;  il  en  est  de 
même  pour  la  valeur  de  y'  si  t  est  le  même.  En  poussant  ce  cas  à 
l'extrême,  c'est  celui  d'une  secousse  infiniment  courte,  où  l'extrémité 
do  la  tige  reste  sensiblement  immobile  dans  l'espace,  ayant,  par  suite, 
-+-  h  pour  déplacement  relatif  maximum. 

4"  Il  reste  à  examiner  seulement  le  cas  où  les  valeurs  de  V  de  troi- 
sième espèce  se  présentent  dès  le  premier  terme  ou  peu  après. 

Quoique,  sur  une  donnée  aussi  pou  précise,  on  ne  puisse  baser  de  ré- 
sultat absolu  pour  ce  qui  se  passe  pendant  la  secousse,  il  est  clair  qu'à 
moins  de  coïncidences  improbables,  on  ne  doit  pas  s'attendre,  pour  y, 
à  un  maximum  beaucoup  plus  grand  que  dans  le  cas  précédent,  ou 
que  h;  c'est  surtout  évident  pour  la  valeur  de  y'  puisque  le  coefficient 
U'  décroît  plus  rapidement  que  h. 

Mais,  après  la  fin  de  la  secousse,  le  mouvement  persiste,  et  l'on  se 
rendra  mieux  compte  de  ce  qui  se  passe  alors  en  attribuant  à  u  ou  0  la 
forme  déjà  employée 

6  ou  w  =  -7/1(1  —  coskl), 
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//  ('laiil  le  maximiun  de  u  et  U  la  coiislaiitc  ^^-  On  aura  aldi's 


=   ~  (  -; h    ~, )  ICOSW/  —   VOS//I  (/  —  T)| 

ou 

^   =;  — Xsin///(/  —  r.~), 
<*ii  posant 

A/,-  .         «(T 

A  =  7:^ 7  sm  —  : 

UX  L'sL  rampUludcdo  l'oscillalion  corrospoiidanl  à  un  seul  ternie  de  >•; 
pour  Ironver  pour  quel  terme,  ou  quelle  valeur  de  ///,  elle  est  la  plus 
Claude,  |)Osons 


—    =z  X,  h  =   —-  z=z   ~~,  A  =  /l~^V, 


On  verra  plus  loin  que  r»  ou  ./;  variant,  le  uiaxinuiin  de  <■  corres- 
pond avec  une  trrande  exaclilude  à  ./•  =  -^i  on  a 
I  n  g  1 


•>.r.  m  -         /Il  - 


'la  suppose  donc  m  =  "^  A;  il  en  résulte 


•  —  _LL  -.  _  i8/< 


I  )aiis  le  cas  très  particulier  où  il  en  serait  ainsi  pour  le  premier  terme 
de  »  ou  k',  TaTnplitude  i,:i6GoXou  t  ,1377  X  de  l'oscillation  deviendrait, 
pour  ce  terme  seul,  2,5G/i  ou  i,8G/«,  tandis  cjue,  pour  les  termes  siii- 

Journ.  de  Math.  (',"  série),  lomc  VII.  —  I"dsc.  Ul.  iSyi.  'l  ' 
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vaiits,  elle  décroitrail  1res  rapidement.  Il  faut  reiiiarquer,  cnellet,  (jiie 
les  valeurs  de  x  sont  proportionnelles  à  /»  ou  à  a*  et  celles  du  dénomi- 
nateur x'^  —  -û-  le  seraient  sensiblement  à  [x*. 

Dans  le  cas  général,  le  maximum  de  \  ne  se  réalisera  (jirapproxima- 

li\em(MU  sindemenl,   si  dans  le   iiremier   ternie    m^—^i  et  ce  sera 

'  6 

j)our  un  autre  terme,  de  sort(>  (ju'après  la  secousse,  y  sera  beaucoup 

plus  faible  de  même  que  }-'.  Toutefois,  il  peut  arriver  que,  dans  les 

mouvements  pendulaires  correspondant  à  une  série  de  termes,  bien 

(|uc  tous  soient  faibles,  il  se  présente,  même  au  bout  d'un  temps  assez 

long,  une  coïncidence  de  leurs  maxima  produisant  à  rextrémité  de  la 

lige  un  ébranlement  soudain  fort  sensible.   Ce  pbénomène  est  aisé  à 

vérifier  par  expérience. 

Si  l'on  voulait  assimiler  un  édifice  ou  un  mur  élevé  à  une  tige  élas- 
tique, il  faudrait  tenir  compte  de  son  élasticité  imparfaite,  (pii  a  pour 
effet  d'amortir  rajiidemenl  tout  mouvement  pendulaire  après  la  lin  de 
la  secousse. 

.5°  Maxinimu  munériquc  de  v  =  —^ — ^-  —  La  valeur  de  ./corres- 
pondant à  ce  maximum  ne  peut  dépasser  -;  en  effet,  soit  ./•  =  z  -f-y, 
)'  étant  positif  et  différent  deo;  v  ne  peut  être  un  mulli()le  de  z,  ce  qui 
donnerait  r  =  o;  on  aurait 


2-J'+J- 


or,  en  donnant  à  ./■  la  valeur  numérique  de  -  —  y^  on  aurait,  pour  c, 

celle  de 

sin  V 


(pli  est  plus  forte.  Nous  devons  donc  faire  varier  ./;  seulement  de  o  à  -. 
On  a 

f'  =  (  7:-  —  ./;-  )  COH./;  -(-  2./.-  ■i\\\x, 
-7^  =  —  (zP-  —  X'  —  2)  sin./;. 


SLH    QUELQUES     EFKETS    MvS    TliEJl  BLEMEM'S    liE    TEItllE.  U  "] 

Par  coiis(''(jui_'iil -V- osl  négatif  de  .c  ^=  o  îi.v\~-  —  -2,    puis    [losiiif 

jusqu'à  ,/■  =  -;  c'  est  d'abord  docroissaul,  puis  croissanl.  (loiimic 
i'  =  -^  pour  x  =  o,  i'  =  o  pour  ,/•  =  t:  ;  *•'  s'annule  une  seule  l'ois  entre 
ces  limites,  ce  qui  correspond  au   uiaxiuiuiu  de  \\  r'  passant  du  -^ 

au  — .  Il  en  est  ainsi  presque  rit^oureusenienl  cpiand  ■/: —-  ~,  ce  cpii 
donne 

,                1  1--  V  iï  ,")-  ,,., 

i-'^  = JTT- h  -p^  =  o.ooOJ. 

On  trouve  ainsi  la  valeur  -^  emnlovi'-e  ci-tlessus. 
0         ' 


§  3.  —  Vérification  des  conditions  initiales. 

15.      riUNSFORM.VTlO.N    DE    L.\    RELATION    \    UÉMONTllElt.   —    ( '.onUUe  (_)ll 

l'a  VU  au  n"  8,  nous  avons  à  prouver  que,  pour  /  =  o,  la  valeur  (  2'i) 
de  j'  se  réduit  à  9(-r);  la  condition  analog^ue  relative  à  -j-  est  toute  pa- 
reille eu  remplaçant  o(.ï-)  par  /"(./•).  Kn  désignant  par  \'  ce  (|Me  (!<•- 
vient  X  (juand  ou  substitue  ./•'  à  .r,  la  relation  à  vérifier  est 


■^',)    ?('^-)=2;  /  \.o(. '■')'/' 


[l'T^ 


La  somme  "V  s'étend  seulement  aux  racines  u.  de  la  t'ornu-  u  =  //, 

où  h  est  réelle  et  positive;  mais,  pour  ce  (pii  suivra,  il  convient  de  la 
remplacer  [)ar  une  autre  s'élendaut  à  toutes  les  racines  telles  (pie  ±  //, 
:2z  h  V  —  I . 

Posons,  pour  abréger, 

-c- A=F'(a)  =  II, 

INI  =  sin  a./-  4-  ^''-^-^  -  j^'!" . 


.\  =  —  cosa.r  -I-  -f'^-'^  -i-  '.c 


'  />-!J-J" 


un 

En  siihslitiiaiit 


-  =  p,'-^''  +  p'ir^s'-'  -+.  //'rl^'-  -H  /y",'!*-^v/-', 


/^ 

^ 

/'  +  A'' 
ail     ' 

/^ 

= 

./•'V'~-A'' 

.,11 

/'" 

== 

A''-/' 

2  11        ' 

», 

-./■'  v'-^  ~  ,a' 

(hiaïul  on  change  [x  en  [/.y—  i , /'  ou  2c  H-/ reste  le  même,  g'  se 
change  en  g"' y'—  i,  H  en  —  H  y/ —  i,  cl  les  nomhres  p,  /j',  p" ,  p"  se 
changent  chacun  dans  le  suivant,  le  dernier  devenant  le  premier.  11  en 

est  donc  de  même  des  (juatre  termes  pc~^'',  ...  de  y-.  •  Ils  résidteiit  du 
premier  en  faisant  plusieurs  fois  cette  suhslitution,  ou  en  remplaçant  a 
parfjL^— I,  —  [J-,  —  [xy/— I,  H- a. 

Comme  il  en  est  de  même  pour  jj-,  on  voit  qu'au  lieu  de  substituer 

dans  cette  expression  la  valeur  réelle  et  positive  \j.  =  //,  ou  peut 
écrire 

la  somme  'S,  s'élcndanl  -aux  valeurs  lu  =  /i,  /i  y—  i ,—//,—  A  y—  i . 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  clair  que  ^ — -reste  le  même  pour  ces 
quatre  substitutions,  et,  par  conséquent,  la  valeur  (3i)  de  L  pourra 
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sccriic 

(M)        '-i:^-   •-'■■   Q=/'^- 

la  soiniUL'  V  otanl  la  môme  (juc  ci-dessus.   Il  reste  à  siiii|ilili('r  Tex- 
|ii'essi()ii  (^.  Pour  cela,  (ra[)rès  les  valeurs  rie  X  et  di»/j,  ou  a 

^  ^  2  n  ~  1 H 

(".oiume  on  peut  exprimer  |j-  sous   forme  entière,   plutôt   (pie  jj , 
reiuanpious  que  Ton  a  idenliquemenl 

/■'  +  '|.V^  -  g'  =  (  -ic  ^ff  +  4.v-^  -  g'  =  8  +  ',/■  =  ',  F(  u.)  =  o. 


.'      — p  \o        ^*/'  "^  o|i  '         r —  ,,|| 


(pi'il  vaut  mieux  remplacer  par 


On  a 
Déplus 


/>;  -h  2  =  o,  «='  =  I  —  c=  =  I  —   -i    =  ^  • 


OU,  d'après  la  valeur  do  «-, 

7 


/?,/-M^y:,^_^,c-4-/.y  =  -H,        '^ 


On  a  ainsi 

a  +  3  =  -  f  (/•'  +  4'  )  =  -  4'  2^  -  V'         a  —  i^  =  ¥■ 
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On  en  for;!  disparaîlro  les  ilénominaleiirs  en  subsliluant. 


a  •+-  [5  =  -  (  -  -h  f)s,         a  -  a  =  -  gc. 
L'éi[ualion  /"f  +  ■->  ^  o  doiuie 

(i  +  t7'^)  =  -  (i  +  rr-f'), 

:,'■(•  =  (l  +  C(-^)  —  (H-  Cl'-^)  =  2(1  -^  i-c^), 
(l'oi'i  résiiUe 

a  +  p  =  —  2.SY'f,  a  -  |3  =  -  2(1  +  crt^), 

Q  =  aM  +  pi\  =  -  .«•!^( iNI  +  \)  +  (1  +  f,.!^) (^ N  -  M ), 

ou,  rraprès  les  valeurs  (32), 

(34) 


O  =  (i  +  r<'^)(c^'''  —  cos[;..r  —  sinui..r) 
—  s('^(('~^^ ^  sin[ji..r  —  cosa./'  ). 


(Test  la  formule  cherchée. 

li.  Propriétés  des  variables  imaginaires.  ~  Dans  ce  ([iii  suit, 
nous  nous  bornons  à  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  question  à  ré- 
soudre. 

1°  Définitions.  —  Une  variable  iuiat;iiiaire  a  la  forme 

:.  =  x-\-y  y/-  1 , 

où  X,  y  sont  des  variables  rt-elles.  Une  fonction y(j)  de  celle  ^ariable 
est  telle  qu'on  ail 

f(z)  =  u^vs!'^^, 
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Il  cl  l' l'iiiiil  (les  fondions  réollcs  de  .r,  >',  salisfaisanl  aii\  condilloiis 

f/l-  \  /  du  \ 


rfr  \     _  I  du  \ 


1     ou 

I  .//(.-)  _    ,-—  dl\z) 

~dy  -V-'  -zr' 

Admcllons  pour  s^iniplificr que  a  ol  c  soienl  hion  délcriiiinoos,  linio 
cl  continues  pour  toutes  les  valeurs  Unies  de  x,  y,  et  qu'il  en  soil  de 
uicnic  pour  les  dérivées  précédentes ;/(-)  sera  ainsi  bien  définie  poui' 
toutes  les  valeurs  de  z,  et  nous  supposerons  qu'il  en  est  de  nicnie  pour 
la  fonction  F(z)  employée  plus  loin. 

La  dérivée  /'  ( :)  signilie 

/'(-)=  '^■^'^  '"  ^  =  —  +  J^  — , 
•'      '  '  (/,/•  dx        '  d.c  ' 

cl,  d'après  les  relations  (35),  on  a 

,/  , \         /  du         c/c     , \    ,  1  du  I •  r/i'\    , 

,/(„  +  pv-o  =  (^r^  4-  âj-^'')'^-'^[dj'^^'  '  dyj'^y 

c'esl-à-dirc 

d/(z)=/'(z)dz. 

■>."  Tlii'orèiiii'  iclatif  à  un  conloiir.  —  Considérons  x',  v  eoninic 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  variahie,  et  soit  (]  un  e(ni- 
Idur  fei'uié  quelconque;  les  relations  (31)  donnent 

ff{È -%)'<■■: ''y-"-    //(s-^.)''-'/=- 

les  iritégr-ales  s'élendant  à  l'aire  intérieure  au  contour. 
On  a 

(il-  I  —  dy  —  dx(  a  —  a  -f-  //'  —  u"  ), 
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Il,  u',  «",  u'"  correspondant  aux  points  M,  M',  M",  M'"  situés  sur  une 
même  ordonnée,  qui  se  réduisent  à  deux  si  le  contour  est  convexe,  et 
sont,  en  tout  cas,  en  nombre  pair.  C'est  la  portion  de  Taire  intérieure 


•ig.  «. 

c 

r^ 

M' 

M"              1 

L 

1 

WJ^ 

X 

comprise  entre  deux  ordonnées  très  voisines  de  distance  d.i\  si  main- 
lenant  on  (l(''finit  sur  le  contour  dx,  dy,  comme  étant  les  expressions 

positives  ou  négatives  -r-  ds,  -j-  ds,  l'arc  s  élant  compté  dans  le  sens 

direct,  ou  celui  de  la  flèche,  les  termes  précédents  seront  pour  la  va- 
leur et  pour  le  signe  —  u  dx,  —  u' dx,  . . .,  d'où  résulte 

lintégrale  du  second  mendne  s'élendant  au  contour.  En  interprétant 
de  même  les  autres  parties  des  intégrales,  le  résultat  deviendra 

/  i-  dy  —  f  n  dx  =0,  lu  dy  +  /  '"  'f''  ~~-  o, 

d'où 

\  (u  -+-  r  v'-  1  )  {dx  +  dy  ^  -  i). 


c'est-à-dire 


fA=)^i^- 


lintégrale  séleudanl  au  cc^ntour. 

Cette  relation  remarquable  exige  seulement  que/(^)  soil  bien  déli- 
uie  à  l'intérieur  de  l'aire.  Par  conséquent,  si  F(^)  est  une  autre  four- 
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lion  hiiMi  définie,  on  aura 


clY      ~  ^  cLi-     ' 


l'I,   pourvu  (juc  F(r)  ne  s'aunulc  [las  à  riulrricur  de  Taire,  ou  aun 
pour  le  eonlour 

rf(z)dz 


f 


l<(clz) 


o. 


Leprineipe  reste  applicable  à  Faire  compi'ise  en  Ire  deux  contours  C, 
(  ]  dont  l'un  est  intérieur  à  l'autre  ;  on  le  verrait  aisément  en  la  parta- 
l^eant  en  deux  autres  par  les  droites  A,  A'  et  ajoutant  l'équation  (  M'y) 


pour  les  aires  partielles;  les  portions  d'intégrales  correspondant  à 
A,  A'  se  détruiraient;  dans  celle  quic6rres])ond  au  contour  C,  il  serait 

parcouru  en  sens  inverse.  Cela  revient  à  dire  que  l'intégrale  1  /(:■)(/:■ 

l'st  la  même  pour  les  deux  contours,  si  tous  deux  sont  pai'courus  dans 
le  sens  direct. 

V   Cas  où  la  foiiclioii  dcviciil  infinie  ttans  i'rnlcricitr  de  l'aire 

—  La  fonclion  dont  il  s'agitest  pr^'/(;)  et  F(^)  t'tant  conslaninicnl 
linies;  mais  nous  supposons  que  F(:;)  s'annule  pour  une  valeur 
z  ^  a  ^=  a  +  b\  —  i,  correspondant  à  un  point  A,  tandis  ([ue  F  (  JJ.) 
n'est  pas  nulle. 

Soit  AL  une  droite  ayant  0  pour  angle  polaire,  et  sur  cette  droite  M 
un  point  variable  à  la  distance  AM  =  p;  en  supposant  pour  ce  point 
V(z)  =  u  -\-  vsj  —  I,  a  et  v  seront  des  fonctions  réelles  de  c,  et  l'on 
auia 

<lii         (dii\  dx        l du\  dr        (du  \         ,,         .  du\    ■     , 

d,  =  U-j  -jp"  ^\d^)^?=  (zï)^"^'^  -^  U/J-'"'  ^- 

Journ.  de  Math.  (  i'  série),  tome   Vil.  —  Fasc.  III,   1891.  1- 
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Piiisquo  II  s'annule  en  A,  pour  z  =  o,  la  \al('ur  -^  (M1  A  .'sl  la  liiiiili 
(lo  crlle  de  -  (juand  p  diminue:  on  a  donc 


les  dérivées  correspondanl  au  poiiit  A;  il  i-ii  n'sulli-,  dajMés  les  rela- 
I ions  (3.1), 

un  -^  =  Inii ^ =z  U-  +     ^  ^  -  1  h  eosO  -+-  s  -  i  sinO 

=  F'(  tt)  (cosO  +  y  —  I  sinO). 
ou 

i(cosO  +  v — 1  sinô)  1 


um 


F(3)  F'(>x) 


la  limite  suj)posant  p  infiniment  petit.  On  voil  que,  pour  des  points 
sullisainmenl  rapprochés  de  A,  F(r)  ne  peut  s'annuler. 
Soit  inainleuant 

,  _  r  /{z)dz 

^  J  F(3)     ' 

riut(''^ral('  s"(''t(Mulanl   à  une  circonférence  de  centre  A,  de    rayon  p. 
On  a 

,r  =  <■/ -r- ocosO,        )•  =  6 -H  psinO,        c/r  =  p(\  —  1  cosO  —  siuO)  r/0. 


l  =  S-l/        f{z)d^  pr^T^ 

(^tiand  p  est  très  petit,  /(r  )  diiïï're  aussi  peu  (pTon  voudra  de /(  u.  U 
et  l'autre  fadeur  sous  le'sione  /  de  7^7^  ,'  d'où 


lini  I  =  V  -  '    /       -Ift\  «^^  =  2t:  V  -  i    ,.,    , 
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Or,  coinmo  on  l'a  vu,  riiil('-yralf  T  rcslc  la  mémo  si  on  réUMiil  à  un 
contour  (]  quelconque  renfennanl  le  cercle,  pourvu  que  V(z)  ne  s'an- 
luile  pour  aucun  point  cxléricur  aulre  ([ue  A.  On  aura  donc  pour  ce 


contour 


(37)  f^  =  ...-^m-. 


15.  Apphc\tion  de  ce  oui  phéckde  a  la  formule  (3i).  —Dans 
cette  formule  la  somme  V  s'étend  à  toutes  les  valeurs  réelles  et  posi- 
tives de  [x;  soit  S  sa  valeur  jj<iand  on  l'élend  seulement  à  celles  qui 
sont  inférieures  à  un  grand  nombre  donné  p.  Nous  supposerons  que 
celui-ci  soit  un  multiple  exact  de  r,,  de  façon  à  ne  pouvoir  éiri"  lui- 
même  une  des  valeurs  de  [jl  qui  sont  de  la  forme  {-li  -h  i  )  "•  Si  l'on  v 
remplace  L  par  sa  valeur  (  3'i  )  composée  de  tjuatre  termes  correspon- 
dant à  ±  IX,  =h  ay  —  1 ,  racines  de  même  module,  la  somme  V  s"(''lcn- 

dra  non  plus  seulement  aux  racines  [x  réelles  et  positives,  mais  à  loulcs 
les  racines  de  F(u.)  =  o  dont  le  module  est  inférieui'  à  p.  On  aura 
ainsi 

Désignons  par  F(  z),/[^z)  ce  cpie  d(;viennent  F(a)  eu  renq)!açant  u. 
par  une  variable  imaginaire  z.  Il  est  clair  que  de  la  sorte  ces  fonc- 
tions sont  finies  et  bien  déterminées  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Enfin 
soi  t 

J    l'(-) 

l'intégrale  s'étendant  à  mi  contoui'  (]  pour  lecpiel  nous  piendrous  um- 
circonférence  de  rayon  p  ayant  pour  centre  l'originr.  j'our  clia<pic 
racine  [x,  [x',  [x".  ...,  le  module  (;st  la  distance  de  l'origine  au  poini 
A,  A',  A",  ...  qui  lui  correspond  :  pour  l'ensemble  de  ceux  ipii  sont 
intérieurs  à  (".,  [x,  [x',  ix",  ...  sont  l'ensemble  des  racines  dont  le  mo- 
duli'  est  infi'pii'ur  à  p  (;l  auxquelles  s'étend  la  somme  S. 
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L'aire  intérieure  à  C  peut  être  partagée  en  plusieurs  autres  conte- 
nant chacune  un  seul  des  points  A,  A',  A",  ....  Appliquons  au  con- 
Inur  limitant  chacune  d'elles  l'équation  (i"])  et  ajoutons  les]  résultats. 
Dans  le  premier  meml)re,  toutes  les  portions  d'intégrales  corresjion- 
dant  aux  ligues  qui  séparent  deux  aires  voisines  disparaissent,  le  sens 
où  l'on  compte  d.v,  dy,  (fz  étant  contraire  pour  toutes  deux.  Il  ne 
restera  que  les  portions  corres|ioiidant  au  contour  C,  et  doni  [  esl 
l'ensemlile;  on  aura  donc 


En  désignani  par  0  l'angle  polaire  d'un  point  (pidconque  thi  con- 
tour, 

X  =  pcos(),         j-  =  psinO, 

d:.  =  [—  p  sin  0  +  y/—  '  p  cosO  J  f/0 

=  p(cosO  -h  \  —  I  sin  0)  V  —  1  df)  =  z  y  ~  i  d^i. 

Substituons  cette  valeur  de  z,  et,   pour  simplifier,  remplaçons   r 
par  [j.,  qui  deviendra  ainsi  une  variable  imaginaire.  Nous  aurons 


(38) 


j/(!^)  =  njr  o{y)e-^-  de-, 

'  UL  =  p(eosO  -h  V  —  I  sinO)  =  p^'^^'^'  ; 


F([j.)  et  (^  sont  donné^  par  les  fornudcs  (i8)  et  (31).  Il  reste  à  dé- 
montrer (pie  S  converge  verso  (a;)  quand  p  croit  à  l'infini. 

Il  est  nécessaire,  pour  cela,  d'avoir  une  limite  inf(''rieure  du  module 
deF([JL).  

Soient  /■  c<'lni  de/,  /•'  celui  de  ■2r,  et  u.  =  x -+-  ^\  —  i,  de  sorti'  ([ue 
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a  =  pcosO,  [5  =  psiiiO.  On  a 

2C  =  2COSUI.  =  cv-^f-'  -+-  c~^^--'  =  (f>P  +  6'"f)cosa 

+  (,>-?  _cP)v'-^sin a, 
par  cons(''(juoiit, 

/•'-  =  r'-^ -1-  r'  '-"-t-  2cos3Jii,  ?•'-  =  ^'-P+  c~-f -1-  2cns2a. 

Ces  expressions  étant  indépendantes  du  signe  de  a,  ji,  nous  les  rem- 
placerons par  a',  ji'  qui  désigneront  leurs  valeurs  numériques.  On  aura 
ainsi 

a'  =  p  cosO',  ^'  =  p  sinO', 

0'  étant  compris  entre  o  et  -  et  ayant,  sauf  le  signe,  les  mêmes  sinus 
et  cosinus  que  0.  Les  valeurs  ci-dessus  donnent 

/•-r-2*  =  r  4- ^'-'*  -I- 2A>  £ -f- 2A,  (Ml  A  =       ,^^;    ; 

X  est  positif  si  0  est  o  on  -,  car  2[îl'  est  alors  o  ou  2p,  c"esl-à-dire  un 

nuilliple  de  2-.  Ainsi,  en  faisant  varier  0',  le  minimum  de  i  -+-  2  A  ou  le 
maximum  négatif  de  X  ne  peut  correspondre  (|u'à  une  valeur  de  0'  sa- 
tisfaisant à  r(''f|uatiou 

o  =  ^,  =  4r,  (e-P"'^«'cos2psinO') 
=  e^-P™^''(2p  sinO'  cos2p  sinO'  —  2p  cosO'  sinap  sinO'). 

On  aurait,  en  ce  cas, 

sin(  2:  sinO  —  0')  =  o,  2psinO'         ou  2^=«--f-0', 

/  étant  entier;  on  doit  le  sup()oser  impaii-  pour  (pie  A  soit  négatif,  et  il 

en  résulte 

cosfl' 
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(Jr,  .'■  ('laiil  une  variable  positive,  xe "  a  pour  maximum  -;  en  pre- 
iiaiiL  ./•  =  2pcosO',  on  voit  que  le  maximum  précédent  de  —A  est  au 

plus 

I         .,  p  ,. 

Le  calcul  serait  toul  |)areil  j)Our  /■-.  sauf  qu'on  aurait 

A  =  f -  =  P'*'"'''cOS(2pCOsO'), 

cl  ce  cas  se  ramené  à  laulre  en  remplaçant  0  par  ^  —  Û  .  On  a  donc 


Le  iiiodulc  (le  la  somme  de  deux  expressions  étant  supérieur  à  la 
dilliMcncc  de  leurs  modules,  c(dui  de  2F(!jl)  ou  ■j/'c-i-^t  dépasse 
rr  —  '|,  cl,  par  suilc. 

(".omiuc  a  +  Ji    ou  p(  cosO' +  sinO' )  est   toujours  an  juoins  ('-ijal  à  z 

ipiaud   0    csl  eompi'is   entre  o  et  ->  la  (|uanlili''  tMiIre  parciillicscs  d(^- 

vicnl  aussi  ^()isin(.'  (juon  veul  de  1  unité  en  prenant  p  assez  i;i'aud .  Xons 
ponirons  su|)posci-  constammenl  p  telle  cju'ellc  dépasse-!;'.  Il  en  it'-snlle 
(pie  le  module  F(  a  )  est  constamment  siqiérieni'  à  \<-'^'*'''\  a  cl  [i  l'Ianl 
les  \aleurs  mun('M'i(pies  de  a  et  [î. 

I().  KicDicrioN  iiK  LA  roinu  LE  (3<Sj.  —  11  est  iudiir(''i('nl  de 
prendre  —  \~  et  f-  pour  limites  d'intégration,  ou  d'intégrer  de  —  .'- 
à  i-,  |uiis  de  '.-  à  \-:  si,  dans  cette  seconde  partie,  on  cliani;f  0  en 
-  4-  0,  les  limiles  seroiil  de  nouv(\Tu  ±  .',-,  et  a  aura  simplement 
chang(''  de  sigii(>.  I>a  l'onn^^ile  (38)  devient  ainsi 
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CM  r('iiiar(|uant  que  F(  —  u.  )  =  V(u.).  l'osons 

-,  I  .1 

Oç)  )      I  -4-  u.  /    r-1"'  s (./;')  r/.7/,  1   =  tj.  j    ,>  i^c--^'  o( ./;  ;  d.r  , 

(>t  soil  Q'    ce  que  tlcvicnl    (^)  en    r('ni|>liiraiil   a  ]iar    —  u..    I>cs  t'oi- 
iiuiles  (38)  donneront 

u./([x)  =  IQ,  u-.A-  a)  =  Q';J^  r  9(>.'M'i"-^<6;  =  \  <'^()'. 


ilOi'i 


l>a  valeur  (  34  )  peut  s'écrire 

(^  =  —  cosuLx  —  sinijt.x  —  e'^cosu(.(  i  —  x)  -+-  c^î^'u\ij.{  i  —  .r  ) 

(loù 

/  e^i)'  ^  e^{sinij..i:  —  cos[/.j:)  —  cosul(  i  —  ,r  )  —  siniji.(i  —x) 

Dans  le  dernier  ternie  de  la  valeur  de  ()  nous  substituerons 

,  _,_  r/'^  =  F(  a)  —  (  I  —  ce-v-).  d'où  ()  =  nV-'  F  (  |Jl  )  +  (  V', 

I   O"  =  —  cosaj;  —  sinaa-  ■ — -  r'i^rosu.(  i  —  x)  +  ^'i^sinui.(  i  —  ./) 

La  valeur  (4o)  se  décomposera  alors  ainsi 

l  2-S  =  S'  +  S"  -  S',  S'  =  /"'  ^i^^l  r/0. 
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Nous  allons  Yrrifior  que,  si  p  croît  à  rinfiiii,  S  "cl  S'"  décroissent  sans 
liniili-.  Nous  regarderons  x  comme  une  constante  comprise  entre  o 
i-t  I .  cl  difTérente  de  ces  deux  limites,  sauf  à  examiner  plus  tard  le  cas 
où  Ion  a  .r  =  o  ou  x  ^=  \ . 

i"  E\(iliiatioit  de  S"  en  excès.  —  L'expression  „  "     est  une  tonclion 

'  I-  (  ;j-  )  

(le  u.  ne  coiili'nant  explicitement  ni  la  lettre  0  ni  le  sij^ne  \  —  i  ;  en  y 
snhstiluanl  u.  ^  ^e'^^^\  elle  prend  la  forme  U  -\-  U'y  —  i,  où  1  et  IJ' 
sont  des  fonctions  réelles  de  0;  le  cliangenienl  de  0  en  —  0.  n'vicnl  à 
suhstiluer  a  :=  pe""^"'  ou  à  changer  le  signe  de  \  —  i,  de  sorte  cpi  on 
a  (>n  r(''alit('' 


S"=  f'Vdh. 


Si,  pour  simplifier,  nous  désignons  la  valeur  nuinéricjue  de  ;^S"  par 
:^  S",  nous  en  aurons  une  valeur  trop  forli'  en  remplaçant  U,  non  par 

la  pallie  réelle  de  7^^^ — r>  mais  i)ar  son  module.  Par  cons(''iiuenl. 


"0  ^  ' 

///  étant  le  module  de  I,  P  celui  de  ()    pris  trop  forts. 

Nous  poserons  a  =  peosO,  fl  =  psinO,  tj.  =  a -+- ^  y  —  1 .  cl  nous 
évaluerons  P  en  ajoutant  les  modules  de  tous  les  termes  de  ()'  pris 
|)lul(')l  trop  forts.  ^Vinsi  2c  ou  2cos|7.  a  deux  termes  de  module  r'-P 
(pie  nous  remplacerons  par  2  r'P;  cet  .v  seront  ainsi  remplacés  par  r?, 

,     I  •  S'"  Sj:     sin  s  I     1-      /  > 

l'I  ili'  meine        ixx  par  H'-^,         <j.(  i  —  ./■  )  par  e^'  '"■'  .  (  )uant  aux  expo- 
uenlielles.  on  devra  y  remplacer  u.  par  a.  On  lrou\('  ainsi 

Dans  le  numéro  suivant  nous  tlélerminerons  pour  le  niodide  ///  de  I 
une  valeur  en  excès,  indépendante  de  p  et  0.  Nous  avons  trouvé  au 
n"   15  .',  c"'"*^^^'  pour  le   module  de  l*'(a)  pris  trop  faillie;   a'  et  ^' ont 
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(l'iiillcuis  la  signification  acluelle  do  a  et  ^;  en  faisant  ces  siil)slilii- 
liniis,  la  relation  (Vl  )  deviendra,  d'après  la  valeur  de  P, 

Nous  partagerons  l'intégrale  en  deux  autres,  [)rises  de  <>  à  y  et  de 
T  à  -• 

2"  E\aliiation  di'  la  premicrc  paj-tic.  —  On  a,  pour  celle-là, 

a  ^  p  cosO  ">  - 

et,  parmi  les  ternies  entre  parenlhèses,  tous  ceux  où  entre  a  convergent 
vers  o  (juand  p  augmente,  x'  et  i  —  x  étant  des  constantes  positives. 
La  portion  qui  reste  au  second  membre  correspond  à  2e  P^  et  peut 
s'écrire 

2(M  +  M'),         M=  C'r'-P-^r/O,         W  =  f\'-^''d(), 

où  £  est  un  petit  angle.  Dans  M'  on  a  constaniinent 

ji  ^  p  sinO  >>  p  siuc; 
d'ailleurs  M  <|  s;  par  conséquent, 

I 

.Après  avoir  choisi  t  aussi  petit   qu'on  ^()udra,   on  [)eiil    toujours 
jirendre  p  assez  grand  pour  avoir 

4"-  ^'-' 

d'où 

M-+-M<2£. 


(  !('lle  (juanlité  décroit  donc  sans  limite. 
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3"  Éi'alualio/i  de  la  seconde  partie.  —  On  a,  pour  celle-là, 

|3  =  psin0>5^; 

les  termes  conlenanl  ^  en  exposant  décroissent  sans  liniile,  et  il  reste 
au  second  membre 

f\e--'^e~'^^'--^]dO, 
ou,  en  remplaçant  0  par  ^  —  0, 


•^0 


et  l'on  vérifie,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  cette  quanlité  con- 
verge vers  o. 

4"  Évaluation  de  S'".  —  En  remplaçant  ./•'  par  i  —  .c'  dans  la  va- 
leur (39)  de  r,  elle  ne  diiTère  de  I  qu'en  ce  que  cp(x')  est  remplacé  par 
0(1  —  ./•'),  et  le  module  de  I'  en  excès  serait  m  comme  celui  de  I;  en- 
suite on  voit,  par  les  formules  (.41)  et  (42),  qu'en  remplaçant  x  par 
I  —  a-dans  tous  les  termes  de  i)",  ils  deviennent  ceux  de  Q'e^-,  f|uel- 
(jues-uns  en  signe  contraire;  mais,  ces  signes  étant  tous  positifs  dans  la 
valeur  de  P,  celle  qu'on  trouverait  en  suivant  la  même  marche  (pu- 
pour  S"  ne  dill'ércrait  que  par  l'échange  de  a;  et  i  —  x,  qui  sont  deux 
lonstanles  cpielconques  eiilre  o  et  i .  Le  reste  du  calcul  ne  sérail  que 
la  répétition  de  celui  qui  a  été  fait  pour  S",  et  par  eonsc'cpicnl  S'  con- 
verge aussi  vers  o. 

17.  Module  de  l'expression  I.  —  i"  Proposition  préliminaire .  Si 
une  fonction  f  (y)  reste  continue,  positive  et  décroissante,  pendant 
que  y  augmente  de  y'  à  y",  on  a  numériquement 

(45)  ^■V0')«i"7^^r<-V(y)- 
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En  effet,  parlafïeons  rinté^ralc  en  rrautres  A,  A',  A",  . . .  dont  les 
limites  successives  soient,  outre  ^',^'",  tous  les  multiples  de  -  compris 
ni  Ire  ces  deux  nombres. 

(".hacune,  sauf  la  première  et  la  dernière,  aura  la  formi' 

et  comme  sinj'  a  un  signe  constant  cl  quc/(/)  <if{y')i  elle  est  nu- 

méri({uement  moindre  (pie  /(>'')  /  sinjwi)-,  ou  que  'i/i  y'),  il 

en  est  de  même  évidemment  pour  la  première  et  la  dernière  où  la  dil- 
fércnce  est  <-. 

Il  est  évident  que  A,  A',  ...  sont  de  signes  alternalifs  et  qu'à  partir 
de  A'  elles  sont  numériquement  décroissantes.  Ainsi,  numériquement, 
la  somme  A'  +  A"  +  A'"  + . . .  est  moindre  que  A'  ou  que  2/(y)  et,  en 
outre,  elle  a  le  signe  de  A'  contraire  à  celui  de  A;  celle-ci  étant  numé- 
riquement moindre  que  if(y')^  il  en  sera  donc  de  même  de  la  somme 
totale  A  -f-  A' -¥-  A"  -+-.... 

1"  Conditions  que  o{x)  doit  remplir.  —  Soit  qu'il  s'agisse  du 
module  de  I  ou  du  théorème  principal  que  S  ait  o{.'c)  pour  limite,  le- 
quel doit  être  étendu  même  à  une  fonction  discontinue,  il  y  a  forcé- 
ment à  exclure  certains  cas  singuliers  où  la  fonction  présente  plus  ou 
moins  certains  caractères  d'indétermination. 

Voici  les  conditions  qu'elle  doit  remplir  : 

Nous  admettrons  que  les  valeurs  de  x pour  lesquelles ^(^x)  est  dis- 
continue sont  en  nombre  limité,  de  sorte  qu'il  y  ait  en  tout  de  x  =  o 
à  a-  =  I,  n  intervalles  dans  chacun  desquels  elle  reste  continue,  //  se 
réduisant  à  i  quand  il  n'y  a  pas  de  discontinuité. 

Nous  admettrons,  en  outre,  que  dans  chacun  de  ces  intervalles  il  y 
en  a  au  plus  n'  dans  chacun  desquels  la  fonction  reste  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante,  n  étant  comme  n  un 
nombre  fini. 

3"  Module  de  I.  —  Soit  M  le  maximum  numérique  de  9(<).  l..e 
module  d'une  somme  étant  inférieur  à  la  somme  des  modules  de  ses 
termes,  il  en  est  de  même  si  la  somme  devient  une  intégrale.  \ous  au- 
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rons  donc  en  excès  le  module  m  de  la  valeur  (Sg)  de  ï  en  reinplaçanl 
les  facteurs  p.  et  c^  par  leurs  modules  p,  r»-"-''  et  9(  p')  par  jNI,  ce  qui 
donne 


pM  f  cr^'' dx'. 


»?  < 

Si 

,  ^1    _<.„,.■ 

0<z'         ='>5?'        rn<Mp        e  -     dx,         <  2M. 

Il  ne  reste  donc  à  examiner  que  le  cas  où  0  est  compris  entre  7  et  ^• 
En  substituant  [x  =  pe^v'^  =  a  +  [3  y'—  f ,  on  a 

I  =  p  C '  ^-«■^'  f'-ip,.'  -0,'^  ç  (j,' ) dx'  =  p  (G  -  G'  v'^^i  )  '        /"  =  ?  v/G^^TG^ 

où 

G=   ^  e-"^'9(.r')cos(|3.r'- 0)f/j7', 

G  ■  =    I"   r-"'  9  ( .r'  )  si n  (  ^  .r ■  —  0  )  rf^' . 

G  et  G'  rentrent  toutes  deux  dans  la  forme  générale 

(46)  G"=    f  r-'''-o(x')'^m{^.,x'+V)dx', 

A  étant  une  constante.  C'est  de  G"  que  nous  allons  chercher  la  valeur^ 
dans  laquelle  0  >  -,  |3  =  psinO  >  —■  Soit  d'abord 

K=  1^  ('-"•''o(^')sin([î./-'-f- X)rf.c', 

a  et  /v  étant  deux  nombres^compris  entre  o  et  i.  Nous  devons  dislin- 
^wcv  trois  cas. 

Premier  cas.  —  Si,  dans  Tintcrvalle  de  .c' =  a  à  r' =  /?,  ^i-t'  )  est 
continue,  positive  et  décroissante,  comme  e  *''  l'est  aussi,  si  Ton  pose 
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i^.r'  -{-"a  =z  y,  K  prciidi'a  la  f()i-iii(> 


i^=  p/  /(.y)^'"\Y(b'^ 


y'  et  y"  correspondaiil  à  a  cl  !>,  <^'l  . /"(>')  clant  une  foiiclion  posilivc, 
roiiliniie  et  décroissante,  toujours  inférieure  à  M.  D'après  la  propriété 

[iréliniinaire,  on  aura  donc  numériquement  K  <  i  /(y)  <  -^* 

Dt'uxicmc  cas.  —  Si  '^{x')  reste,  entre  a  et  J),  continue  et  décrois- 
sante (algébriquement),  mais  non  toujours  positive,  K  est  la  dillé- 
rencc  des  résultats  obtenus  en  y  remplaçant  o(^x' )  par  M -h  o (./•') 
et  M,  qui  toutes  deux  remplissent  les  conditions  du  ])reniier  cas;  le 
maximum  numéri(jue  de  iNI  -f-  9(t')  étant  au  plus  2 M,  les  deux  résul- 

.    p,   •  ,  4M    2M  .       ,         ,.„.. 

tats  sont  numériquement  intérieurs  a  --f-,  -5-,  et,  par  suite,  leur  dillc- 

?       \' 
,-     ,  6  M 
reuee  ou  K,  a  -5-- 
? 

Troisième  cas.  —  Si  de  j;'=  a  à  b,  ^{x')  est  continue,  croissante, 
de  signe  quelconque,  la  valeur  numérique  de  K  ne  changera  pas  en 
remplaçant  o{x')  par  —  ^{x'),  et  comme  celle-ci  est  décroissanle  e| 
remplit  les  conditions  du  second  cas,  cette  valeur  est  encore  inférieure 
,  6M 

C'est  donc  la  limite  numérique  de  K  si  ^{x')  est  dans  Tintervalle  fie 
a  à  b,  constamment  croissante  ou  constamment  décroissante,  de  signe 
([uelconque.  Or,  d'après  les  conditions  indiquées  ci-dessus,  pour  la 
fonction  o{x),  il  existe  entre  a;  =  o  et  1  au  plus  nii'  intervalles  dans 
chacun  desquels  ç(i^')  est  continue,  constamment  croissante  ou  dé- 
croissante. En  parlageanl  l'intégrale  (46)  en  d'autres  correspondant 
à  tous  ces  intervalles,  celles-ci  auront  toutes  la  forme  Iv  et,  leur  limid^ 

6  M        ,,      I     r^,,  6«/i'M      ,,  , 

numérique  étant -5-,  celle  de  U    sera  — ,j — ;  elle  sera  la  même  pour 

G  et  G';  d'ailleurs,  on  a  vu  (pie  [ï  >  -^■,  [lar  conséquenl,  on  aura 
m  =  z  v(«   +  ('    <  p'"  —-s —  <  12W//M. 
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Celle  valeur  liniilc  s'étend  au  cas  où  0<  7,  puisqu'on  avait  alors 

«/•<aM.  Ainsi  m  dépend  seulement  do  n,n',M  ou  de  la  nature  de 
o(./-)  ot  reste  le  même  si  on  la  remplace  par  ç(i  —  x);  le  module  de  l' 
est,  par  conséquent,  aussi  <^  m. 

'18.  Démonstu.vtion  du  théorème  principal.  .—  Ce  théorème  con- 
siste en  ce  que  la  limite  de  S,  quand  p  croît  à  l'infini,  est  ^(x).  Les  li- 
mites de  S",  S'"  étant  nulles,  d'après  ce  qui  précède,  les  formules  (:\'.V) 
et  Ç^())  donnent 

tt: 

limii7:S=:limS',         8=  f     j'  iJ.e^''''-''>o(x')dx' M. 
Imi  substituant  [j.  =  pe'**'  '  =  a  -f-  [i  v^—  i ,  on  a 

■K 

S'=  r    r'pe°"*-'-VtP''-^--^'^")^'^9(^')rfO<'/.f' 

-  r'(U  +  U'v/~F)9(.x-')rf^', 
où 

^^  =  f  p €''•■'-''>  cos[|3(.r  -  .r'  )  -+-  ()\(((), 

2 

TZ 

^  '  =  f'p  e"'-^--'''  sin  [  {i  (.,■  -x')-^()]  d(i . 
"2 

(]()mme  a  =  p  cosO,  j3  =  psinO,  il  est  clair  que  U'  =  o,  et 

(x  -  x')V  =■■    r:d  {  pP(-^-'''<-°-6 sin  [ p (x  —  x' )  sin 0 J  j 

OU 

,-r 2sinp  (jf  —  x') 
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cl  crLlc  valeur  reste  exacte  si  x  —  x'  =  o,  celle  de  U  se  réduisant  bien 
alors  à  2p.  Le  théorème  consiste  donc  en  ce  que 

(^7)       limS'=2T:9(.x-),         ^ '^'^ /' ''"1^"~>'^'^  ?(-^')^^'- 

Réduit  à  ces  termes,  le  théorème  revient,  au  fond,  à  la  (l/'iiionslra- 
tion  de  la  série  trigonomélrique  de  Lagrange,  qu'ont  donnée  tour  à 
tour  Cauchy,  Dirichlet  et  Bertrand.  Toutefois,  il  reste  dans  ces  dé- 
monstrations des  points  obscurs;  et,  en  effet,  le  théorème  n'existant 
que  si  la  fonction  o(^x)  est  bien  déterminée  et  supposant  pour  elle  des 
propriétés  de  croissance  et  de  décroissance,  les  démonstrations  ne 
peuvent  avoir  une  entière  précision  si  l'on  ne  fixe  d'avance,  comme  nous 
l'avons  fait,  les  conditions  exactes  auxquelles  la  fonction  est  assu- 
jettie et  qui  seront  les  mêmes  qu'au  numéro  précédent. 

Le  théorème  peut  alors  être  démontré  rigoureusement  comme  il 
suit  : 

.Nous  supposons,  comme  précédemment,  x  différent  de  o  et  de  i: 
partageons  l'intégrale  (47)  en  deux  autres,  l'une  de  .r'=  o  à  x'  =  ./■. 
l'autre  de.c'=.7;  à  x' =  i .  Posons  dans  la  première  x  —  .i-'^v, 
o(x  —  y)  =  'T>(y),  et  dans  la  seconde  x'  —  x  =  y,  o(x  +  y)  ~  'l'^  )'  ). 

M  S'  =  A  +  A', 

I    A'  =  f^^y(y).iy. 

I*r(>s([ue  toute  la  démonslralion  se  réduit  au  ras  principal  suivaiil  : 

Cas  pi-incipal.  —  Si  àii  y  —  o  h  y  =  x,  '■p(.>')  est  continue,  décrois- 
sante et  positive,  la  limite  de  A,  (jnaiid  0  croit  à  l'infini,  est  r,~  '\'(o). 

Vax  effet,  remplaçons^  par  ^  et  posons  '|(o)—  •\i  (^  j  =  F^');  soil 

aussi  n  un  entier  positif  choisi  à  volonté  et  donnons  à  p  une  valeur 
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telle  que  px  >  n-;  nous  aurons  ideuliqucmenl 


A  =  C     !iiLl-  .|  (I^  dy  =  B  -  B'  -  B"  +  B-, 

En  ofTet,  il  est  clair  que 

B"'-B'=  f"î^''Ko)^(>'> 

B"-B-'-B'  =  /"^^.|(2>/K  =  A- 


B. 


La  fonction  /(y)  =  —  '|  (  —  )  étant,  comme  '\'{y),  positive,  continue 

et  décroissante,  la  valeur  de  B,  d'après  la  proposition  préliminaire  du 
numéro  précédent,  est  numériquement  inférieure  à  2.f(y)  où  y'  =  n-a. 

D'ailleurs  les  valeurs  de  4'  (~)  ^^^^  ^^^  mêmes  que  celles  de  o(x')  et 
ont  M  pour  maximum;  le  maximum  numérique  de  B  est  donc 

iVous  aurons  celui  de  B'  en  remplaçant  F{y)  par  son  maximum  M' 
et  sin^  pai"  JK  de^  =  o  à  -û,  par  i  dejv  =  '^  à  n~,  d'où  résulte  nnméri- 
(|uement 

B'<M'  f\ly  +  U'  r''-^-  =  yi[T.  +  l(n)]. 

D'ailleurs  ]/  étant  décroissante,  F(^')  ou  ']'(o)  —  '|  (  -  )  a  pour  maxi- 
miiiii,  dans  Tintervalle  de  l'intégration, 

M'=Ko)-^(^j. 
On  a  exactement 


r"  sin  y  dy         ,  ,,,„        ,       i  /     \ 

1^     -j^  =5",  B   =,7: 'Ko). 
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Le  principe  à  démontrer  oonsisle  en  ce  que,  étant  donné  un  nonil)re  -; 
aussi  petit  qu'on  voudra,  la  difFérence  A  —  ^■i:<\/(o)  ou  A  —  B"  sera 
comprise  entre  ±  y  dès  que  p  aura  dé[)assé  une  cerlainc  valeur  :  or, 

/     — ^^-^   convergeant    vers  o   (juand  /i  auj^mente,   nous  pouvons 

prendre//  assez  grand  pour  avoir  B"<^  .,  y;  nous  pouvons  le  prendre 

,  .    2M    ^  , 

en  même  temps  assez  grand  pour  avoir — <^^Yet,  par  suile,  runuc- 

riquement,  B<^  j y.  Ensuite,  '|  (  t  )  ^tant  continue,  M  ou  '1(0)  — 'i  ( — j 

décroit  sans  limite  quand  p  augmente;  ainsi,  une  fois  n  choisi,  comme 
on  vient  de  le  dire,  on  aura,  dès  que  p  aura  dépassé  une  certaine  va- 
leur, soit  px  >  n-  comme  on  Fa  supposé,  soit  M'[-  -f-  /(//)]<;  ^y»  "^'i' 
B'<|y;  alors  B,  B',  B"  étant  compris  entre  ±^Y>  -^  ~~  1~'t'(<^)  ^^' 
sera  entre  dr  y.  •  c.   q.   f.   d. 

Fin  de  la  démonstration.  —  Nous  allons  vérifier  que  la  limite  de  la 
valeur  (^8)  de  A  est  toujours  ^t:  '\i{o). 

1°  Si  de  j>^  =:  o  à  y  =  x,  '-p(jK)  est  continue,  toujours  décroissante, 
mais  non  toujours  positive  :  M-i-'|(_x)  sera  positive;  la  limite  de  A  est 
la  différence  de  celles  qu'on  obtiendrait  en  remplaçant  '\i{y)  par 
M  -H  '\i(y)  et  par  M;  toutes  deux  rentrent  dans  le  cas  principal;  ces  li- 
mites sont  donc  i~[M  -+-  'j'(o)]  et  ^-M,  dont  la  différence  est  ^-'|(o). 

■1°  Si  de  j^  =  o  k  .r,  '^{y)  est  continue  et  croissante,  de  signe  quel- 
conque, —  '■t'(jk)  Pst  décroissante  et  rentre  dans  le  cas  précédent.  La 
limite  de  —  A  est  donc  —  i-ij;(o). 

'i°  Soient  a,  b  deux  nombres  compris  entre  o  et  x,  et  supposons  rpie 
'i^{y)  reste  continue,  constamment  croissante  ou  décroissante  quand  y 
augmente  de  a  à  h.  l'intégrale 

'^  =  f^^'Hy)dy 

aura  alors  pour  limite  o  quand  p  augmente. 

En  effet,  considérons  la  fonction  '\i(y)  comme  restant  couslante  d 
égale  à  '^{a)  quand  y  croît  de  o  à  a,  on  aura 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  lome  VII.  —   Kasc.  III,  i8yi.  14 
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T,  T"  rontianl  dans  les  cas  précédents  en  prenant  a  ou  h  pour  x  cl, 
ciuiinie  pour  cliacune  'j'(o)  a  pour  valeur  'llf^')-  il  eu  résulle 

lun'r'  =  liinT"=  ^- ■!(«),  liruT  =  liniT'—  liniT"=  o. 

V  (\ts  général.  —  Comme  !(  ^-^  =  Ç/(j,- —  j--)  =  ^(r'),  '|(>')  sa- 
tisfait au\  mêmes  conditions  ijue  oix")^  ainsi  on  peut  partager  l'inter- 
valle  de  o  à  .r  en  un  nombre  limité  d"intervalles  dans  chacun  desquels, 
cojnme  de  rt  à  /^  .L(  r)  reste  continue  et  constamment  croissante  ou 
décroissante.  Kn  partageant  l'intégrale  A  en  d'autres  correspondant  à 
tous  ces  intervalles,  toutes,  sauf  la  première,  auront,  comme  on  vient 
de  le  voir,  une  limite  nulle  quand  p  augmente,  tandis  que  celle  de  la 
première  est  ^r.  '■{'(o);  celle-ci  est  donc  aussi  la  limite  de  A. 

Tout  ce  qui  précède  est  également  applicable  à  la  valeur  (  /jH  )  de  A', 
dont  la  limite  est  ainsi  T,~-y{o).  D'ailleurs,  il  est  clair  que 

■}(o)='|Xo)-9(x). 

Les  formules  (  {8)  doiuienl  alors 

lim:iS'  ^  -  ç>(ï'), 

c'est-à-tlire  la  l'clalion  ('\'j)  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  Toutefois, 
si  pour  la  valeur  de  x  la  fonction  o(j;)  était  discontinue,  passant 
l)rus(piement  de  9,  à  9.,,  il  est  clair  qu'on  trouverait 

liiii  A  =  ;^7:pi,  lim  A'= -,-ç»^,  limS' =  7:(ç-|  +  o^). 

19.  Cas  da.ns  lesquels  on  a  ./•  =  o  ou  x' =  i  .  —  Dans  les  deuv 
cas  l'une  des  valeurs  (48)  de  A,  A'  est  nulle,  ce  qui  donnerait  seule- 
menl 

limS  =  -o(o)     ou     -'j(t), 

si  les  deux  sommes  S",  S'"  avaieiil  encore  pour  limite  o;  mais  il  n'en 
est  pas  ainsi. 
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1°  Cas  OH  X  ^^  o.  —  On  a  alors 

et,  |)arconso([iienl,  la  formule  (3 1)  donne  o  pour  valeur  iniliale  9(0).  Il 
en  est  de  même  si  on  la  transforme  en  employant  la  valeur  (31)  de  (), 
qui  se  réduit  de  même  à  o. 

2"  Cas  aux  =  i.  Expression  de  S  en  inlégralo  relalne  à  0.  —  La 
valeur  (19)  de  X  se  réduit  alors  identiquement  à  —  i¥'{\j,)  eoiuine  ou 
Ta  déjà  vu  au  n°  7.  Ainsi  la  valeur  (3i).dc  S,  qui  doit  avoir  c(  .r )  poiu- 
limite,  devient 


■^    r  X'tp(.r')  d.r' 

2d,l      'wi 


la  somme  s'étendant  aux  valeurs  réelles  el  positives  de  [j.. 
I']nsuile  au  n"  13  nous  avons  trouvé 


la  somme  s'étendra  aux  quatre  racines  de  même  module. 
11  en  résulte 

où 

P  =  — /'—   0'=—  2(f7f^+  C  -h- s). 

Dans  la  formule  (33),  obtenue  par  un  calcul  moins  simi)le,  I'  éiail 
remplacé  par  Q;  mais  la  valeur  (34)  de  Q,  comme  on  Ta  vu  au  n"  IG, 
peut  s'écrire  en  général 

Q  =—  cosfjia-  —  siniAX"  —  ci^cosijLf  i  —  ,/■) 

4-  ei^sinuLfi  —  x)  —  se'^'~''  +"('  +  <^"'^''^)  '^'"■^) 

et  quand  x  =  i  se  réduit  à 

—  c  —  s  —  e^  —  s  -h  (  i  -i-  ce^)e^, 
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en  sul)sliluanl   i  +  cc^  —  —  (i  -+-  cc~^),  elle  coïncide  avec  la  valeur  ci- 
dessus  de  P. 

La  formule  ('^)8)  devient  ainsi 

où 

/(u^)=P  f\(.c')r  v^  dx'. 

.'»"  El  pression  de  S  au  moyen  de  I,  I'  et  vérification.  —  \lv\  dési- 
f-iiant  par  P'  ce  que  devient  P  quand  on  y  remplace  [jl  par  —  a,  la 
valeur  précédente  de  S  se  transforme,  comme  au  n"  16,  en 


ix/(;x)- ,;./(-  ,a)  „,  _  r-  m-en^'V 


dO, 


\...S=f''tfMç^^^df>=f   -     , 

'  P=—2(e^-hC-hs),  P',.l^  =  _  2(l  +  Cf'l'-.SV'l^), 

On  peut  encore  vérifier  que  la  formule  (43)  coïncide  avec  la  précé- 
dente, car,  en  écrivant  S,  au  lieu  de  S,  elle  a  la  forme 

dans  laquelle,  pour  x"  =  i,  ou  a 

Q"=_  2ri'-  2r_o.ç  =  p, 
,"i^O'=  2.seV--hre  \'-  —  ce^=  P'c'i^+ F([ji); 
d'où 
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)ii,  (ra|)ivs  les  valeurs  (39), 


Le  premier  terme  est  la  valeur  (^3)  de  S'  pour  x  =  i,  ou  en  y  rem- 
plaçant X  —  x'  par  I — .r';  le  second  est  la  même  en  remplaçant 
X  —  x'  par  x'  —  I .  Mais,  comme  on  Ta  vu  au  n"  18,  rpiel  que  soit  x  —  x', 
on  trouve  en  inléj^ranl  par  rapport  à  0, 


r,,  /"'  sinp(.r  —  x')      /    ,\    ,    , 


et  cette  valeur  reste  la  même  soit  qu'on  y  reiiqjlace  x  —  x'  par  i  —  x' 
ou  par  .r' —  i;  les  deux  termes  de  2~(S|  —  S)  sont  donc  é^aux,  d'où 

S,  =  S. 

4"    \ah'ur  limite  de  S.  —  Pour  évaluer  la  valeur  {\\))  remplaçons 
dans  celle  de  c^ï"  l'expression  i  -\-ce^  par 

F([i.)-(i  +  ce-i^); 
d'où 

i  (»P'  =  -  F([jl)  4-  I  +  ce-v-  +  sev-, 
nous  aurons 

i  27:S  =  2T  —  2T', 

T  =.  f  l'dù, 

■K 

j,  ^   f'  {t  -i-  ce-i'+  seV-)  l  -hjeV-  -h  c  -h  S)]     ,. 


(5o) 


Comme  on  Ta  vu  au  commencement  de  ce  luuuéro,  les  lornuiles  (.'18) 
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tlonnenl,  pour  x  =  i, 

lim-;S'  =  i-9(i), 

l'I  nous  vouons  de  voir  que  les  intégrales  T  et  S'  étaient  les  mêmes.  On 
a  ilonc 

limT  =  -5(i); 

nous  démontrerons  au  numéro  suivant  que  limT'^  o;  il  en  résultera 
pour  S, 

Iim2-S  =  2  liniT  =  2-p(i),  limS  =  (p(i)- 

Ainsi  le  théorème  est  exact  quand  .r  =  i .  Il  y  a  une  exception  appa- 
rente seulement  cjuand  j:  =  o;  mais,  comme  on  Ta  vu,  la  tige  étant 
encastrée,  on  ne  peut  supposer  cp(o)  différente  de  o. 

Il  est  vrai  qu'au  n"  9  nous  avons  appliqué  le  théorème  à  un  cas  où 
Zt(x)  était  remplacé  par  la  fonction  Y,  qui  n'est  point  toujours  nulle 
pour  .<•  3=  o;  mais,  en  employant  les  notations  de  ce  numéro,  Y„  aura 
bien  pour  limite  Y,  sauf  une  discontinuité  accidentelle  de  la  série  pour 
X  =  o,  et,  par  conséquent,  cela  n'empêchera  point  le  mouvement  repré- 
senté par  jK  d'être  la  limite  de  celui  qui  correspond  ky„. 

20.  Limite  de  ï'.  i°  Réduction  de  T  à  un  seul  terme.  —  Lais- 
sons de  côté  le  terme  se^l'  du  numérateur  sous  le  signe   /  .  Quant  aux 

autres,  remplaçons  I,  I'  par  leur  module  ni,  de  même  que  les  facteurs 
(pii  les  multiplient,  en  les  évaluant  comme  au  n"  16.  En  remplaçant  0 
])ar  —  0,  ou  \J—  I  par  —  y/—  i,  les  modules  ne  changent  pas;  il  suffit 
donc  d'intégrer  de  o  à  t,~,  en  doublant  le  résultat.  On  aura  ainsi 


(  I  +  eP  e-"  -t-  e''  -t-  2  eP  )  w 


dQ. 


modl"'(iJ.) 

Or  le  module  de  F([ji)  dépasse  {  c"^^  et  en  outre  on  a  vu  au  n"  16 
(jue  /      c-'^df),  I      e"dO  ont  des  limites  nulles;  il  en  sera  donc  de 
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iiirino  de  rexprossion  précédente.  On  peut  donc  réduire  le  nuniéraU'iu 
à  .sc^V  cl  même  ajouter  le  terme  se'^l'  qui  donnerait  une  liinile 
nulle.  Il  en  résulte 


J    ,    Jc  +  'i        J   ,     c  .7    ,     c(Jc- 


h  2  ) 


On  verrait  comme  ci- dessus  que  le  second  terme  a  une  limite  nulle, 
on  Tévaluant  au  moyen  des  modules  et  remarquant  que  celui  de  c, 
d'après  le  n"  i5,  est  supérieur  à  ^e^,  p  étant  positif. 

En  substituant  a  =  a  +  ^  \,l  —  i ,  on  a,  0  étant  posilif. 

S sin(a-(-  ^\i—  i)cos(5(—  pv'—  ')  __  î(sin2aH-  sina^y  —  i) 


où  R^  est  le  module  de  c;  soit  aussi  1  =  i  -l-  i-  y  —  i ,  on  pourra  chanfi:cr 

S 
dans  -  r  le  signe  de 

à  7,~,  ce  qui  donne 


c  

dans  -  r  le  signe  de  \/—  i,  ajouter  les  résultats,  et  n'intégrer  que  de  o 


inaoc  —  i(''{e-P — e--?)    ,,, 

-w^ '^''- 


Pour  les  mêmes  raisons  que  précédemment,  puisque  ll->>^r»-P,  el 
que  c,  c'  sont  inférieurs  à  m,  on  peut  supprimer  au  numérateur  les 
termes  tsinaa,  ^t'  p"^^,  les  limites  correspondantes  étant  nulles  et  par 
conséquent  il  est  indifférent  de  les  remplacer  par  —  p'cos2a,  —U''''~'^, 
ce  (jiii  donnera 

i_ 

nv /"      i''(cos2a -H  cosaSy/ — i)    ,^ 

l.  > 

^_  o  r"  >■' cos (» + ^y/- 1 ) cos(a — ?<f^) ,/o  =_ .,  r  ,--,/0. 

■:>."  Valeur  de  t'  el  T'.  —  Il  est  préférable,  dans  la  valeur  (  'Uj)  de  I, 
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(le  remplacer  i  —  x  par  y,  ç-(a')  ou  9(1  —y)  par  F(y),  de  sorte 
quon  aura 

F(o)=o(i>. 

Alors  T'  sera  délerminè  par  les  relations 

(5i)     l'  =  v-hi-s/^^=   f'^e-^^F{y)dy,  -  iT  =  f\-' dO. 

En  substituant  t/.  =  p^  *^^  =  a  -t-  '^\/—  1 ,  on  a 

et  le  coefficient  de  y —  i  est 

,  =_  £V^-«->  sin(^j-  0)F(r)<r  =  /"'i^^  ;^  (>'--cosfir). 
11  en  résulte 

Remplaçons  j'  par  —  et  posons 

F(f)-F(o)=<|^(r): 
nous  aurons 

-iT'=rV(")+'K7)]'°^- 7"'^^- 

Le  terme  contenant  F(o)  est  la  valeur  que  prend  —  ^T'  quand 
F(_)')  est  constante  et  s'obtient  plus  simplement  parles  formules  (ji), 
qui  donnent  en  ce  cas 

r=  F(o)  f\c-^>dy  =¥{o){i  -  f-i^)  =  F(o)(i  -  e«*P>'=^); 
«A 
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\c  cocfficienl  de  \/ —  i,  dans  celte  expression,  étant  c^^sinp  F(o),  la 
valeur  correspondante  de  —  ^T'  est 

1 

-  7: 

f   F(o)r'-«sinpf/0. 

Remplaçons  par  cette  expression  le  terme  en  F(o)  de  la  valeur  de 
—  ^T',  et  partageons  le  reste  de   l'intégrale  en  deux  autres,   nous 

aurons 

_iT'  =  E-f-E'-+-E", 

1 

-TZ 

E  =  F(o)  f    ^'-P<=''*°sin(psinO)f/0, 
■-  0 

a  étant  un  nombre  quelconque  compris  entre  o  et  p. 

3°  Principe  général.  —  Quoique  la  démonstration  suivante  soit  en 
partie  la  répétition  de  raisonnements  déjà  employés  aux  n"'*  17  ol  18, 
il  convient  de  la  détailler,  le  principe  étant  plus  général  et  comprenant 
les  précédents. 

Soit  f{y)  une  fonction  dont  les  valeurs  sont  bien  déterminées 
entre  les  limites  A,  B;  admettons  qu'entre  ces  nombres  il  existe  i 
intervalles  dans  chacun  desquels  la  fonction  soit  continue,  constam- 
ment croissante  ou  décroissante. 

Soit/'(j')  une  autre  fonction  qui  de  A  à  B  soit  continue,  positive 
et  constamment  décroissante;  enfin  soient  N  le  maximum  numéri(juc 
de  f{y)\  a  et  b  deux  nombres  compris  entre  A  et  B,  et  X  une  con- 
stante quelconque. 

On  aura  numériquement 

(^53)  f''f(y)f'(y)sin(y-^-k)dy<6iNf(a). 

En  effet,  désignons  le  premier  membre  par  H. 
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Premier  cas.  —  Si  de  a  à  Z»,  /(/)  est  continue,  positive  et  tou- 
jours décroissante,  il  en  sera  de  même  de  ,f{y)f'{y)^^  aussi  de 
f{y  —  "k)/'  (y  —  A)  quand  \-  varie  de  a  +  X  à  Z;  -i-  X;  en  rein[)laeant 
y  par  y  —  X,  on  a 

H  =  r\ny  -  '>^).ny  -  'k)smydy, 

et,  d'après  la  [)ropriété  préliminaire  du  n"  i7,on  aura  nuniéri(|nement 

H<2,/\«)/'(«) 

el,  par  suite. 

H<2N/'^«). 

Deuxième  cas.  —  Si /(y)  est  continue,  décroissante,  nuiis  non 
toujours  positive,  on  aura 

H  =  H'  -  H  ", 

H'  el  H"  se  trouvant  en  remplaçant  f{y)  par  N  -\-f{y)  ou  iN,  qui, 
toutes  deux,  rentrent  dans  le  premier  cas;  le  maximum  de  N  +  /(y) 
étant  aîN,  on  aura  numériquement 

H</,N/'(a),  H"<s>N/(«); 

d'où 

H<GN/Ï«). 

Troisième  cas.  —  Si /(y)  est  contiinie,  toujours  croissanle  e(  de 
signe  quelconque,  —  /(y)  sera  décroissante,  et  l'on  aura 

GN/'(«) 

pour  limite  numérique  de  —  H  et,  par  suite,  de  H. 

4"  Cas  général.  —  Il  existera  entre  «  et  6  au  plus  /intervalles  dans 
chacun  desquels  /(y)  sera  continue,  constamment  croissante  ou 
décroissante.  En  partageant  l'intégrale  H  en  d'autres  qui  leur  corres- 
pondent, et  remarquant  que  les  valeurs  de  /'(y)  correspondant  au 


SUR  QUELQUES  EKFETS  DES  TREMBLEMENTS  DE  TERRE.      34g 

roinriK^iiciMiiiMil  flrs  inIctvallL's  soiil  au  plus  ('■^^ales  à  J"  {a  ),  on  aura 

pour  la  liinilc  uuui(''ri(|uc  d'une  iulégralo  pailiollo,  et />/N/'(a)  pour 
•'"II''  <!'■  JI.  c.  Q.  F.  D. 

)"  Liinilc  de  T.  —  Dans  la  valeur  (52)  de  E",  si  N  est  le  maviinum 
numérique  de  '\i{y)i  on  pourra  appliquer  la  propriété  (.)3)  au  terme 


f^^^^^^'Ky)dy, 


en  picnant  /"(  y)  =  — ;  sa  limite  numérique  sera  ainsi ;  celle  de 

est  évidemment  -   /     e  ^  dy  <^  -•  D'ailleurs  •]^{^y)=  F/^  1  —  F(o), 

et  cette  fonction  a  les  mêmes  périodes  de  continuité  croissante  ou  dé- 
croissante que  F(^);  i  est  donc  le  nombre  de  périodes  qui  convient  à 
F(^')  ou  à  ç(a;);  en  outre,  N  =  ou  <<  2M,  M  étant,  comme  précé- 
demment, le  maximum  numérique  de  F(y);  celui  de  E"  est  donc 

3M(6«"-t-i) 


l'our  avoir  celui  de  E',  nous  remplacerons  '^(  v)  par  son  maximum 


. ,,  cos  Y  —  e~j  ,  r  , 

M  entre  y  =  o  et  a,  et  — - — ^ par  une  valeur  trop  torte;  de  jk  =  o 


cos  Y  —  e~^ 

y 
à  y  =  I ,  ce  sera  son  maximum  M"  dans  cet  iiilcrvalle  ;  de  y  =^  i  k  y=^  a, 

ce  sera  -  :  on  aura  ainsi  numériquement 


E'<M'  f  Wdy^W  f"'^ 
E'<M'fM"-^2/(a)J: 
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M"  est  une  quantité  purement  numérique  inutile  à  déterminer;  M'  est 
le  maximum  de  F  (^  |  —  F(o)  quand  y  varie  de  o  à  «;  comme  F  (y) 

est  continue,  ce  maximum  converge  vers  o  quand  -     '"i"!"*^- 

P 
Ainsi,  étant  donné  un  nombre  y  aussi  petit  qu'on  voudra,  on  pourra 

prendre  a  assez  çjrand  pour  avoir <;  ^  y,  et  ensuite,  a  étant 

ainsi  choisi,  on  prendra  p  >■  a  comme  on  l'a  supposé  et  de  façon  à 

rendre  -assez  petit  pour  avoir  M'  <<  ^r^r, — ^-^'^t^ — -,  on  aura  alors  uumé- 
p  1  ^  ^  M  -+-  2l(a) 

litjuemenl 

E<iy.         K"<îy-         K'+E<y, 

et,  par  conséquent,  cette  expression  converge  vers  o  quand  p  augmente. 
Quant  à  la  valeur  (52)  de  E,  en  remplaçant  le  sinus  par  i,  on  a, 
mmiériquement, 

I  I 

E<F(o)r    t'-P-«V/0        ou        E<F(o)r    .'-V/0, 

Jq  •■  0 

1 

et  nous  avons  déjà  vu  que   /      ('~^  M  converge  vers  o  quand  p  aug- 
mente; il  en  sera  donc  de  même  pour  E  et,  par  suite,  pour  T  . 

21.  Complément  de  la  démonstration  de  la  convergence  de  la 
SÉRIE  (24)  INDIQUÉ  EN  NOTE  AU  n"  8.  —  Il  s'agit  Seulement  de  la  pre- 
mière partie  de  cette  série  ;  en  la  désignant  par  S  et  posant  f'  '^F'(ij.)  =  A", 
on  peut  l'écrire 

e-V-X   1    e-V-X^{x)d.rcos6p.U 

s^l—^ p- 

la  somme  2  s'étendant  aux  valeurs  réelles  et  positives  de  i/..  La  for- 
mule (19) donne 

X  =  ei^(sin(jia;  —  cosulj;  -f-  f-^-^)  4-  6'-'*(sint/.x-  +  cospix  —  c^') 
-+- c  {e-^''—  t'i"-^)  —  2sin [jl(i  —  a;)  -f-  se'^-'  -h  se^' . 


Sun    QUKLQVES    EFFETS    DES    TREMnLEMENTs     IIK    TKllHK.  3tI 

l'^ii  reinarcjuanl  que  —  c  est  positif,  luoinclro  quo  -^,  les  lernies  de  X, 
sauf  le  premier  et  le  dernier,  ont  pour  limite  numérique  i,  2,  •^,  i ,  d'où 

i'-v-X  =^  P  -+-  Li'~^.  P  =  sin ax  —  cosU.x  -+-  e'^ -+-  .se-W'-^', 

tandis  ([ue  L  est  compris  entre  ±  8. 

Do  là  résulte  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  a  on  a  constam- 
ment ^?~'*X«<4j  et,  en  même  temps,  k^  converge  vers  r.  Ainsi,  en 
supprimant  les  termes  en  L,  on  laisse  de  côté  des  séries  évidemment 
très  convergentes,  et  en  désignant  par  S'  le  reste  de  S,  on  a 

i^,        ■^  VQ  cos/jix.'- 1 

^  =  2à         F 

Or  les  deux  derniers  termes  de  cette  expression,  en  remplaçant  o(x-) 
par  son  maximum  M,  sont  inférieurs  chacun  à—;  quant  aux  précé- 
dents, en  y  posant  11.x  =y,  chacun,  d'après  la  propriété  (53),  en  y 
faisant  /'(^y')=  i,  est  inférieur  à  — '—>  i  ayantl  a  signification  déjà  in- 
diquée pour  '^{x).  On  aura  donc  Q  =  -,  X  étant  inférieur  à  une  limite 

numérique  commune  à  tous  les  termes  de  la  série  S'.  Ces  termes  dé- 
croissent donc  sans  limite  et  de  plus  n'ont  pas,  en  général,  le  même 
signe.  Cela  rend  probable  la  convergence  de  la  série,  mais  ne  la  dé- 
montre pas  rigoureusement. 

Cette  démonstration  semble  fort  difficile  si  on  laisse  àfp(.r)  la  même 
généralité  qu'au  numéro  précédent,  sans  employer  la  dérivée  de  la 
fonction,  en  la  supposant  discontinue,  etc. 

Mais,  d'autre  part,  les  conditions  auxquelles  elle  a  été  assujettie  au 
n"  8  ne  sont  pas  toutes  nécessaires.  Il  suffit  d'admettre  que  la  fonction 
^(x)  s'annule  avec  .r,  que  de  x  =  o  à  x  =  i  elle  reste  continue,  et  (jue 
sa  dérivée  reste  finie. 
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En  effet,  on  a 

P'  =  .w^w<--r)  _  f;>-\>-x  _  sin  p(.jj  _  cosfA.r; 
comme  3(0)=  o,  il  en  résulte 

aQ  =  iK  f  P9(.r)  dx  =  -  {e~^  +  c)  9(1  )  -   f  P'  "^^^  dx. 

(-omme  numériquement  r<[2(^  '^,  si  Ton  rem[)larail  (j.(^  par  son 
premier  terme  seul,  la  série  S  serait  très  convergente;  quant  au  se- 
cond ,  on  verrait,  comme  ci-dessus,  qu'il  a  la  forme  -  ;  la  portion  corres- 

pondante  de  la  série  S'  aurait  donc  ses  termes  de  la  forme  y  et  serait 
converiiente. 
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Sur   la   surface   dcsmique  du   quatrième  ordre; 
Par  m.   r.KORGEs  HLMBERT. 


I .  On  dit  que  trois  tétraèdres  forment  un  système  desmiquc  lorscjue 
les  trois  surfaces  du  quatrième  ordre,  formées  respectivement  par 
leurs  faces,  appartiennent  à  un  même  faisceau  ponctuel,  c'esl-à-dire 
ont  seize  droites  communes  ('),  et  l'on  appelle  surface  desin'ujue  du 
quatrième  ordre  toute  surface  de  ce  faisceau,  c'est-à-dire,  toute  sur- 
face de  degré  quatre  passant  par  les  seize  droites  (-). 

En  choisissant  convenablement  les  plans  de  référence,  on  peut 
mettre  les  équations  des  faces  de  chacun  des  tétraèdres  sous  la  forme 

(  .r — ^  =  o,         x-\-y=^o,         z  —  t  =  o,         r -+- /  =  o, 

{i)  ^  X  —  z=o,  x-^z=o,  y-i=o,  y-{-t=u, 

'  X  —  t  =^  o,         X  +  t  =  o,         y  —  z  =  o,         y  +  ;^o. 

Nous  désignerons  ces  douze  plans  sous  le  nom  de  plans  dcsmiques. 
Il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  identiquement 

^x^-y^){z'^-f-)  +  {.v"--f-){f--z^-)  +  {x'-z'^){l--y')  =  o, 

(')  C.  Stephanos,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  III,  2"  série;  1879. 

(-)  Cette  surface  et  sa  réciproque  ont  été  étudiées  par  M.  Stahl,  dans  le 
t.  101  du  Journal  de  Crelle,  et  M.  Waelsch,  dans  les  Sitzungsberichte  de  l'Aca- 
cadémie  de  Vienne;  1887  et  1888. 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  VII.  —  Kasc.  IV,  1891.  4" 
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ce  qui  montre  bien  que  les  trois  tétraèdres  forment  un  système  des- 
nii(|ue. 

L'équation  générale  des  surfaces  desmiques  du  faisceau  est 

(,r^  -  r=)(-  -  /=)+  A-(.r^  -  z'-){y-  -  (')  =  o, 

ou,  si  l'on  veut,  sous  une  forme  plus  symétrique, 

(■2)      A(.f-j-2  4-  z-r-)  +  a(x=;^  +y')  +  v(x'^/=  +7*-')  =  ". 

A,  a,  V  étant  trois  paramètres  liés  par  la  relation 

A  -f-  u.  +  V  =  o. 

Sous  cette  forme,  on  voit,  en  se  reportant  à  des  résultats  bien  connus, 
que  la  surface  desmique  est  la  transformée  homographique  de  la  réci- 
proque du  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  quadrique. 

La  surface  desmique  a,  quels  que  soient  X,  p.,  v,  douze  points 
doubles,  (ju'on  peut  répartir  comme  il  suit  en  trois  groupes  de  quatre  : 

L  (o  o  o  i),  (o  o  I  o\  (o  I  o  o),  (  I  o  o  o), 
IL  (i  I  I  i),  (i  i-i— i),  (i— I  I— i),  (  I— i-i  i), 
IlL  (1    1    i— i),     (i    I— I       i),     (i— I    I      0'     (^'      '      '    ')' 

et  que  nous  appellerons  points  desmiques.  Ils  sont  situés  trois  à  trois 
sur  les  seize  droites  qui  forment  la  base  du  faisceau. 

2.  Le  présent  travail  a  pour  but  d'exposer  des  propriétés  nouvelles 
de  la  surface  desmique;  il  est  divisé  en  quatre  Parties. 

Dans  la  première,  exclusivement  géométrique  et  fort  courte,  on 
établira  quelques  propositions  simples  et  presque  élémentaires,  dont 
il  sera  fait  un  grand  usage  par  la  suite. 

Dans  la  seconde,  après  avoir  exposé  un  mode  de  représentation  de 
la  surface  à  l'aide  des  fonctions  3*,  on  fera  voir  que  certaines  courbes 
tracées  sur  la  surface  desmique  jouissent  des  propriétés  angulaires 
des  droites  tracées  sur  le  plan,  et  on  en  déduira  une  géométrie  d(î  la 
surface  tout  à  fait  analogue  à  la  géométrie  euclidienne  du  plan. 

La  troisième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  sections  planes  de  la 
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surface  :  dans  un  Mémoire,  inséré  au  Tome  VI  (4*  série)  de  ce  Journal, 
nous  avons  montré  que  la  section  plane  d'une  surface  desmique  n'est 
])as  la  courbe  générale  du  quatrième  ordre,  et  nous  avojis  fait  con- 
naître de  nombreuses  propriétés  de  cette  quartique  particulière.  Nous 
coiuplétcrons  nos  résultats  antérieurs,  et  bous  étudierons  spécialement 
la  section  de  la  surface  par  un  de  ses  plans  tangents. 

Enfin,  dans  la  dernière  Partie,  nous  rattacherons  les  surfaces  des- 
miques  à  la  surface  générale  du  troisième  ordre,  par  l'intermédiaire 
d'une  proposition  remarquable  due  à  M.  Cremona,  et  nous  ferons 
connaître  une  dégénérescence  intéressante  de  ces  surfaces. 


PREMIERE  PARTIE. 

5.  Les  douze  points  desmiques  dont  nous  avons  écrit  plus  haut  les 
coordonnées,  en  les  divisant  en  trois  groupes,  jouissent  de  propriétés 
intéressantes  les  uns  par  rapport  aux  autres.  Nous  n'en  retiendrons  ici 
qu'une  seule;  c'est  que  les  huit  points  de  deux  quelconques  des  trois 
groupes  sont  les  points  fixes  d'un  réseau  ponctuel  de  quadriques,  el 
que  chacun  de  ces -réseaux  comprend  six  couples  de  plans  formés  par 
des  plans  desmiques. 

Prenons,  par  exemple,  les  huit  points  des  groupes  II  et  III  ;  on  véri- 
fie aisément  qu'ils  sont  les  points  fixes  du  réseau  auquel  appartiennent 
les  six  couples  de  plans  : 


X — y  =  o, 

r  -  =  =  o. 

(  a-  —  /  =  o, 

x-+-y  =  o. 

./■  +  ^  =  o. 

1  .r  -1-  /  =  o, 

y-  z  =  o, 

()'  —  /=  o, 

r--'-°- 

7  +  :  =  o. 

(_>'-!-/  =  o, 

1    ;-(-/=:  o. 

Cela  posé,  considérons  le  complexe  formé  par  les  génératrices  des 
quadriques  de  ce  réseau. 

Ce  complexe  est  d'ordre  trois,  comme  dans  le  cas  général  d  un 
réseau  de  quadriques,  et,  de  plus,  toute  droite  passant  par  un  des  huit 
[)oints  de  base  en  fait  partie. 
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(Jbservcjus  iiiaiiilcnant,  en  nous  reportant  à  l'expression  des  coi^r- 
donnécs  des  points  desmiqucs,  que  toute  droite  joignant  un  point  du 
i,^roupe  I  à  un  point  du  groupe  II,  passe  toujours  par  un  point  du 
groupe  lll. 

Il  résulte  de  là  que,  parmi. les  quadriques  qui  passent  par  les  points 
des  groupes  II  et  lll,  ligiireront  tous  les  eônes  ayant  pour  sommet  im 
point  quelconque  du  groupe  1,  et  passant  parles  quatre  dioilcs  cpii 
joignent  ce  point  aux  points  du  groupe  11.  Comme  on  peut  assujettir 
un  de  ces  cônes  à  passer  par  une  droite  arhitrali'e  issue  de  son  sommet. 
on  voit  que  le  complexe  des  génératrices  des  quadriques  menées  par 
les  points  des  groupes  II  et  111  comprendra  toutes  les  droites  issues 
d'un  (pielconque  des  points  du  groupe  I.  Il  comprend  déjà,  comme  on 
la  dit,  toutes  les  droites  issues  des  points  des  deux  autres  groupes, 
iloù  cette  conséquence  : 

Les  di-oiles  qui  joigneid  un  point  quelconque  de  l'espace  au.c 
douze  points  desniiques  sont  sur  un  cône  du  troisiènte  ordre. 

De  plus 

Le  complexe  des  iiéné/xiti-iccs  des  quadi'iques  qui  passent  pa/-  les 
huit  points  desiniques  de  deux  groupes  ne  change  pas  quand  on 
perniute  F  un  ou  l'autre  de  ces  groupes  avec  le  troisième. 

Car  C(}  complexe  est  délini  par  le  cône  du  troisième  ordn^  dont 
l'existence  vient  d'être  établie. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  sur  les  couples  de  plans  desmiqu(!s  <[ui  font 
partie  des  réseaux  considérés,  on  voit  aussi  que 

Le  roniple.re  précédent  comprend  toutes  les  droites  des  douze 
plans  desmiques  (' ). 

4.  Soit  maintenant  une  surface  desmirpie;  elle  admet  les  douze 
points  desmiques  pour  points  doubles. 

(')  Voir,  iwr  ce  complexe,  les  Mémoires  cilés  plus  haut  de  iMM.  Stahl  et 
Waeisch  et  aussi  un  très  intéressant  travail  de  M.  Waelscli,  publié  au  t.  LII  des 
Voiv7  acta  de  l'Acadéniie  Leop.-Carol.  de  Malle. 
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.le  dis  (juo  toule  quadiique  menée  par  les  Imit  points  desmiques  de 
diMix  groupes  coupe  la  surface  suivant  deux,  biquadratiques. 

Soit  en  efl'et  Q  une  telle  quadri((ue,  et  C  sa  courbe  d'intersection 
avec  la  surface  :  c'est  une  courbe  d'oi'dre  huit,  ayant  huit  points 
doubles  aux  huit  points  desmiques  considérés.  Par  ces  luiil  points  et 
par  un  neuvième  point  quelconcpie  de  l'espace  on  peut  faire  passer  un 
faisceau  de  (juadriques,  car  les  huit  points  sont  les  points  de  base  d'un 
réseau;  si  le  neuvième  point  est  sur  C,  on  voit  que  les  quadriqucs  du 
faisceau  coupent  (^  en  dix-sept  points,  et  par  suite  passent  toutes  par  C 
ou  par  une  portion  de  C.  11  en  résulte  aisément  que  C  se  décompose 
en  deux  biquadratiques,  passant  toutes  deux  par  les  huit  points  con- 
sidérés. 

Ainsi  toule  quadricpie  menée  par  ces  huit  points  coupe  la  surface 
suivant  deux  bicpiadraticjues,  et  réciproquement  deux  de  ces  biquadra- 
ticpies  sont  sur  une  quadrique.  Il  existe  donc  sur  la  surface  une  série, 
simplement  infinie,  de  biquadratiques  passant  par  les  points  doubles 
de  deux  j^roupes;  en  combinant  les  trois  groupes  deux  à  deux,  on  ob- 
tient ainsi  Irais  srrirs  de  biquadratiques  tracées  sur  la  surface. 

La  quadrique  qui  passe  par  deux  biquadratiques  d'une  même  série 
infiniuïent  voisines  est,  à  la  limite,  inscrite  à  la  surface;  il  existe  donc 
trois  séries  de  (piadricpies  insentes  à  la  surface  le  long  de  biquadra- 
tiques. 

Nous  dirons  que  les  biquadratiques  qui  passent  par  les  points 
doubles  des  groupes  I  et  II,  ainsi  que  les  quadriqucs  inscrites  corres- 
pondantes, appartiennent  au  système  (I,  II);  il  y  aura  de  même  des 
biquadratiques  et  des  quadriqucs  inscrites  des  systèmes  (I,  III) 
et  (II,  III). 

Il  est  clair  que,  par  un  point  de  la  surface,  passe  une  seule  biquadra- 
tique  de  cha({ue  série. 

5.  Ucvenons  maintiMianl  au  couq)lexe  du  li'oisième  ordre  défini 
plus  haut. 

Soit  0  une  droite  quelconque  de  ce  complexe,  coupant  la  surface 
desmi(pie  aux  points  a,,  a^,  a,,  a,.  La  droite  o  étant,  comme  on  sait, 
une  génératrice  d'une  (piadri(pie  menée  par  les  points  doubles  des 
groupes  I  et  II,  deux  des  points  a,  a,  et  a.j.  par  exemple,  seront  sur 
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une  même  Inijuailralique  du  système  (I,  II);  de  même  a.,  et  a.,  seront 
sur  une  autre  bitjuadra tique  de  ce  système.  Mais  §  est  aussi  génératrice 
d'une  quadrique  passant  par  les  points  doubles  des  groupes  I  et  III, 
d'après  les  propriétés  démontrées  du  complexe;  donc  les  couples  a, 
et  «3,  a,  et  a,  seront  respectivement  sur  une  même  biquadra- 
tique  (I,  III).  Enfin  les  couples  a^  et  a^,  a,  6l  «3  sont  respectivement 
sur  une  même  biquadratique  (II,  III). 

Il  résulte  également  de  là  que  le  complexe  considéré  du  troisième 
ordre  est  formé  par  les  cordes  des  biquadratiques  tracées  sur  la  sur- 
face . 

Dans  le  cas  particulier  où  0  est  génératrice  d'une  quadrique  inscrite, 
du  système  (I,  II)  par  exemple,  elle  loucbe  la  surface  dcsmique  en 
deux  points,  situés  sur  une  biquadratique  de  ce  système.  Il  en  résulte 
que  a,  coïncide  avec  O3,  et  a,  avec  a^,  ou  que  a,  coïncide  avec  a^  et  a., 
avec  a^.  Dans  le  premier  cas,  les  points  de  contact  sont  a,  et  a^; 
comme  ils  sont,  d'après  ce  qui  précède  sur  une  biquadratique  du  sys- 
tème (II,  III),  on  voit  que  la  droite  0  est  aussi  génératrice  de  la  qua- 
drique du  système  (II,  III)  inscrite  le  long  de  cette  biquadratique.  De 
plus,  les  points  a,  et  a^  étant  sur  une  biquadratique  (I,  III),  la  droite  0 
touche  en  a,  la  biquadratique  de  ce  système  qui  passe  par  a,  ;  elle 
louche  de  même  en  a.j  la  biquadratique  (I,  III)  qui  passe  par  a.,.  Dans 
le  second  cas,  on  a  des  résultats  semblables,  les  systèmes  (I,  III) 
et  (II,  III)  étant  permutés. 

Il  résulte  aisément  de  ces  considérations  que  les  génératrices  d'une 
série  des  quadriques  inscrites  du  système  (I,  II)  sont  aussi  génératrices 
des  quadriques  inscrites  (I,  III),  tandis  que  leurs  génératrices  de  l'autre 
série  appartiennent  aux  quadriques  inscrites  (II,  III). 

En  d'autres  termes,  les  génératrices  rectilignes  des  trois  systèmes 
de  quadriques  inscrites  forment  trois  congruences,  et,  dans  chaque 
système,  les  génératrices  appartiennent  à  deux  de  ces  congruences. 

De  plus,  les  trois  congruences  sont  identiques  à  celles  que  forment 
les  tangentes  aux  trois  séries  de  biquadratiques  de  la  surface. 

Nous  avons  ainsi  établi  géométriquement,  avec  un  certain  nombre 
de  résultats  nouveaux,  les  propriétés  démontrées  analytiquement  à  la 
fin  du  Mémoire  précité,  et  qui  nous  avaient  permis  d'établir  la  propriété 
fondamentale  des  sections  planes  de  la  surface  desmique.   Ces  pro- 
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prictés  nous  seront  utiles  dans  la  douxicme  et  dans  la  troisième  Partie 
de  ce  Mémoire,  en  venant  au  secours  de  l'Analyse  algébrique  et  en  nous 
permettant  d'arriver  simplemeiil  à  des  formules  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

DEUXIÈME  PARTI!-:. 

<î.   Désignons  par  -3*//  la  lonction  connue  de  M.  Weierstrass,  cpii 
se  rattache  à  la  fonction  pu  déiiiiie  par  la  relation 

p'-  Il  =  '\  (  j) Il  —  e,)( p u  —  r% ) ( p u  —  ('., ) \ 

soient  <i^  «,  o'.jM,  s'^m  les  fonctions  connues,  dérivées  de  'i a. 

Considérons  la  surface  défuiie,  en  fonction  des  deux  paramètres, 
u  et  (',  par  les  relations 


(3) 


p/=  ^^ 


p/=  ^' 


où  c  est  le  facteur  de  proportionnalité.  Cherchons  son  équation. 
Des  relations 

(4)  'i'\^L\'i-  =  -il  +  o^^^-^  'i\  +  <\'i-, 

on  déduit  d'abord,  en  tirant  de  (3)  3*.  «,  d.ai^  '^^u  et  -iu, 

égalant  ces  quantités  à  0,  tirant  ri'\,  o"^,  a",  en  fonction  de  d'-  et  Ô  et 
portant  dan;?( 4),  il  vient 

-(0  —  e,f^^-v)-^c,n'V=  -!^(0  — r,^-3"r)+ t'o^-'r 
X  y 

d'où,  en  éliminant  0  et  -j^r 
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c'cst-à-dirc 

On  reconnaît  là  l'équation  (2)  de  la  surface  desraique. 

Par  suite,  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  surface  sont  définies 
par  les  équations  (3). 

Etudions  ce  mode  de  représentation. 

On  voit  aisément,  en  désignant  par  2  to  et  2  w' les  périodes  de  pw,  que 
les  quotients  deux  à  deux  de  a-,  y,  z,  t  ne  changent  pas  si  Ton  augmente 
u  ou  ('  de  multiples  de  4^»^  et4w',  ou  si  Ton  change  simultanément  // 
et  ('  de  signe,  ou  si  l'on  augmente  simultanément  «  et  f  de  2co  ou  2co'. 
Ainsi  à  un  point  de  la  surface  correspondent  une  infinité  d'argumciUs 
compris  dans  les  formules 


(5) 


tu  +  ikdi  4-  aA'co'H-  4/'w  +  t\Ii'oi', 
£i'  +  2AC0  -f-  aA'co'  -t-  4/'i  w  +  4/'.  W, 


£  désignant  ±  i  et  A",  A',  h,  . . . ,  h\  des  entiers  quelconques. 

Les  douze  points  doubles  de  la  surface  desmique  s'obtiennent  comme 
il  suit  : 

Ceux  du  groupe  I  correspondent  aux  valeurs 

O,        O),        W  ,        Cl)   +  ÙJ' 

de  r,  cpicl  que  soit  u. 

Ceux  du  groupe  II  s'obtiennent  en  posant 

M  =  (>,  «  =  p  +  w,  M  =  p  +  0)',  «  =  (■  +  o)  4-  w'. 

Ceux  du  groupe  III  en  posant 

M=  —  P,  M=  —  C  +  O),  ?/=:  —  P+CO',  «=  —  f  +  CO  +  Co'. 
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Los  seize  droites  de  la  suil'ace  correspondent  an\  éfjualious 

I  u  =  o,  j  «  =  w, 

'    e  =  2A"co  -\-  •ih'co',  (    V  ^  co  +  aA'OJ  -l-  ik  m', 

I   u  =  oj',  j  «  =  w  -h  w', 

(    e  ^  co' -f-  iko)  -+-  a/i'co',  (   r  =  to  +  w'  4-  aAco  -t-  2/.'co', 

où  /,-,  A'  peuvent  prendre  les  valeurs  o,  i. 

7.  Cherchons  maintenant,  en  //  cl  e,  les  crjuations  des  trois  sys- 
tèmes de  hiquadratiques  de  la  surface. 

Il  est  clair  dabord  (ju'en  posant  c  =  const.  on  obtient  des  bicjuadra- 
tiques  en  vertu  des  équations  (4);  ces  courbes  passent  par  les  points 
doubles  des  groupes  II  et  III,  que  Ton  obtient  en  donnant  à  u  les  va- 
leurs ±  t-'  +  /ko  +  A'co';  ce  sont  donc  les  hiquadratiques  (II,  III  ). 

Si  l'on  pose  ensuite  w  =  c  -i-  a,  a  étant  une  constante,  on  obtient  la 
courbe 

px  =.  3',(P  -f-  a)3'oC3'3C3'(', 

py  =  ■i^  i"3'o(c  +  a)a'.,t-o'f, 


Les  quotients  de  .r,  j',  z,  t  deux  à  deux  sont  des  fonctions  double- 
uKmt  périodiques  de  c,  aux  périodes  2cd  et  aco';  comme  .r,  >-,  r,  / 
s'annulent  quatre  fois  dans  le  parallélogramme  20),  2Co',  la  courbe  est 
du  (piatrième  ordre  :  c'est  par  suite  une  biquadratique,  puis(|u"clle  est 
de  genre  un. 

Llle  passe  par  les  points  doubles  des  groupes  I  et  III,  puisque  l'é- 
(piation  «  =  f  -I-  a  est  compatible  avec  l'une  et  l'autre  des  équations 
c  =  /«co  -H  /<'co'  et  «-!-('  =  Aoj  -H  //'w'  :  c'est  donc  une  biquadratique 
(I,  III). 

De  même  on  voit  que  les  bifjuadraticpies  (I,  II  j  ont  pour  équa- 
tion M  +  (■  =  a. 

Joiirn.  (le  Math.  (.')"  série),  loinc  VII.  —  l''asc.  IV,  1891.  47 
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Ainsi  les  trois  systèmes  de  biquadratiques  sont 

t=a,  (II,  III) 

z/-i'  =  a,  (1,111) 

;/H-t'=a.  (1,11) 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  la  courbe  c  =  a  est  identique  à 

<•  ^  ±  a  -+-  2Aco  -t-  aA'co'; 

de  même  u  —  r  =  a  est  identique  à 

Il  —  r  =  ±  a  +  /[/ico  -t-  4/i'W  ; 
etc. 

8.  On  comprend  aisément  quel  intérêt  il  y  aurait  à  trouver  les  rela- 
tions qui  doivent  lier  les  arguments  de  quatre  points  de  la  surface 
pour  que  ces  quatre  points  soient  sur  une  même  droite.  Il  ne  semble 
pas  que  ce  problème  comporte  de  solution  simple  dans  le  cas  général  ; 
mais  il  est  possible  de  le  résoudre  aisément  dans  le  cas  où  la  droite 
appartient  au  complexe  du  troisième  ordre  formé  par  les  cordes  des 
biquadratiques  (n^S). 

Soit  0  une  droite  de  ce  complexe;  désignons,  comme  au  n"  î>,  par 
c/|,  «2,  «;,,  «i  ses  points  d'intersection  avec  la  surface,  et  par  «,,  c,  ; 
Î/.2,  f^;  '^3,  (^3;  «s,  '"4  leurs  couples  d'arguments  respectifs,  définis  à 
des  multiples  près  de  4^,  ^^' •  Nous  savons  que  a.>  et  a.,  sont  sur  une 
même  biquadratique  du  système  (II,  III),  ainsi  que  a,  et  «,;  on  a 
donc (n°  7) 

('.,  =  rh  (-3  -I-  2  //  w  4-  2  II  (m'  ; 

mais,  comme  on  peut  siniultancment  changer  les  signes  de  u^  et  p,  et 
augmenter  «,  et  1-3  des  mêmes  multiples  de  2W,  20)',  on  peut  poser 

(a)  '     et  de  même 
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Les  points  a,  et  a^  sont  sur  une  biquadratique  (f,  III);  on  peut 
donc  écrire 

De  même  a.,  et  a,  sont  sur  une  biquadratique  (I,  III);  mais  nous 
n'avons  plus  le  droit  d'écrire  «o  —  v->  =  m^  —  v„  parce  que  les  équa- 
tions qui  précèdent  ont  fixé  les  signes  de  «2,  v.,]  «3,  t',  ;  a,,  f, ;  nous 
aurons  donc 

(/',)  ii.,  —  v.,  =  t(u,~v,), 

z  étant  ±  I . 

De  même  a,  et  a.,,  a.,  et  a^  étant  sur  une  biquadratique  (I,  Il  ), 
on  a 

(   ;/,  +  r,  =  l'Çiu-h  f.,), 
(^) 

l    ";. +  ''»=£    («.+  i\)- 

On  en  tire,  en  posant  m,  —  v,  =  «,  —  fj  =  X,  et  remplaçant  u,  et  w., 
dans  (c),  en  tenant  compte  de  (a), 

2l--|  -+- A  =  £'(«.,  -h  t'3), 

2P3  +  A  =  e'Y  «,.,  -I-  i-',  ). 
Résolvant  par  rapport  à  Mo,  m,  et  portant  dans  (b,  ),  il  vient  enfin 

£'(2C,   -HA)-    2^-3  =  l[l"{'2l',-h'k)-'2i',\ 

ou 

(c?)  2f,  (£'-!-£  )  4-  2t'.,(—  ££"—   l)  -1-  A(e'—  ££")  =  O. 

Or  cette  relation  doit  être  une  identité  :  la  droite  0,  en  effet,  dépend 
de  trois  paramètres,  et,  par  suite,  les  arguments  de  ses  quatre  points 
d'intersection  avec  la  surface  desmique  doivent  pouvoir  s'exprimer  en 
fonction  de  trois  indéterminées.  Si  donc  (d)  n'était  pas  une  identité, 
on  pourrait  en  tirer  X  en  fonction  de  p,  et  c'3,  par  exemple,  elles  équa- 
tions (a),  (b),  (b,),  (c)  permettraient  d'exprimer  tous  les  u  et  tous 
les  t- en  fouclion  des  deux  paramètres  p,  et  r;,,  ce  qui  est  impossible. 
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Donc  {(l)  est  une  idenlilé,  eL  Ton  a 

l'  -h  t  =  O,  ££"  +  I  =  O,  t'  —  ££"  =  O, 

(roù 

£  =  I ,  £'  =  —  !,  £"=—!. 

On  a  ainsi 

''3=^'3'  "i  —  '■.  =  W,i  —  l'a,  ".-+-'■(= —  («2-1-  '"a)? 

l'i=C,,  l/.,—  i\,  =  U,  —  i\,,  //,  +  f^  =  —  (w,+  t',). 

Posons,  pour  la  symctrie, 

r,  =  a,  (•.,  =  -  p, 

i\  -f-  ('.,  4-  X  =  [J., 

il  vient,  en  exprimant  les  u  et  les  r  en  fonction  de  a,  ji,  ijl, 

//,  =  a  -I-  p,  ?/,,  =  —  a  +  ^,  «2  =  —  ^  —  [J^?  ":i  =  u.  —  a. 

et,  par  suite,  on  obtient  pour  les  coordonnées  des  quatre  points,  eu 
changeant  simultanément  les  signes  de  //,,  f,  ;  u^,  r.,, 


;/,  =  [i  +  a, 

,/,,  =  ^-^, 

;/^  =  a  -t-  ix. 

«3  =  a 

^■,  =  a, 

i-,  ==  a, 

'■.  =  ?, 

.•:.=?. 

Telle  est  la  forme,  remarquablement  simple,  sous  laquelle  on  peut 
mettre  les  arguments  des  (juatre  points  communs  à  la  surface  des- 
mupie  et  à  une  droite  du  complexe;  on  en  déduit  de  nondjreuses  et 
importantes  conséquences,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  la  troisième 
Partie. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à  examiner  quelques  cas  ])ar- 
ticuliers. 

9.  Nous  savons  que  les  droites  duconqdexe,  bitangentesà  la  surface, 
forment  trois  congruenccs;  gardant  les  notations  employées  juscpi'ici, 
on  obtiendra  ces  congruences  en  su2)posant  que  le  pointe/,  coïncide 
successivement  avec  l'un  des  points  a.,,  f/.,,  «.,,  les  deux  aulr(>s  points 
coïncidant  également. 
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Pour  (juc  «,  coïncide  avec  a.,  et  a^  avec  a^,  il  faut  et  il  sunil  (in'on 
ait 

Les  arf^umeiits  des  deux  points  de  conlacl  sont  alors 
I  a  -+-  V-^  \  =«  —  P-, 

U  ''      (a, 

ou,  si  Ton  veut,  les  deux  points  d'arguments  (m,  r)  et  (21-  —  w,  c), 
sont  les  points  de  contact  d'une  même  bilangente  de  la  surface. 

De  même,  en  faisant  coïncidera,  avec  a-^  et  a,  avec  a,,  on  voit  (pie 
les  points  (;/,  <■)  et  (—  o.v  —  u,  p)  sont  sur  une  bitangente. 

Enfin,  si  a^  coïncide  avec  a,,  et  a^  avec  a.,,  on  trouve  comme  argu- 
ments des  deux  points  de  contact  («,  i)  et  (t',  m). 

D'après  cela,  en  joignant  successivement  le  point  {u,  c)  aux  points 
(iv  —  II,  (•)?  (—  2r  —  ?/,  p),  (r,  u),  on  obtient  trois  bitangenles  de  la 
surface. 

Nous  dirons  (jue  : 

Les  bitangenles  qui  toitchcitl  la  surface  aux  points  (u,  i')  et  (\\  a  ) 
sont  du  premier  système; 

Celles  qui  toiiclient  la  surface  au.r  points  (  u,  v),  (  —  -iv  —  u,  r  ) 
sont  du  second  systèine; 

Celles  r^ui  touchent  lasurface  aux  points  (u,  c),  (21'  —  u,  f  )  so/it 
du  troisième  système. 

Il  est  clair  que  ces  propositions  fournissent  des  formules  de  la  iIk'o- 
rie  des  fonctions  elliptiques,  qu'il  serait  peut-être  difficili-  dr  dc'mon- 
Irer  directement. 

10.  Lorsipie  r/oCta,,  a,  et  «,  coïncident,  la  droite  0  louche  en  a.^ 
et  a,  les  bi(piadratiques  (  II,  lll){pii  passent  respectivement  par  ces 
points;  la  bitangiMile  0  appartenant  alors  au  premier  système,  ses  points 
de  contacl  sont  (//,  fj  et  (  r,  //);  soit  alors  r  =  a  une  liicpiadrallcpie 
(11,  III  );  sa  tangente  an  point  (//,  a)  tourlie  de  nouveau  la  sinface  ;ui 
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point  (a,  m),  d'après  ce  qui  précède;  donc,  lorsque  le  premier  point  de 
contact  décrit  la  courbe  p  =  a,  le  second  décrit  la  courbe  «  =  a. 

Il  résulte  de  là  que  la  développable,  qui  a  pour  arête  de  rebrousse- 
nient  une  biquadratique,  t'  =  a,  touche  la  surface  desmique  le  long 
d'une  courbe  ayant  pour  équation  m  =  a;  et,  en  vertu  d'un  théorème 
bien  connu,  les  deux  séries  de  courbes,  u  =  const.,  v  =  const.  tracent 
sur  la  sur/ace  un  réseau  conjugué. 

De  même,  aux  biquadratiques  z/  —  t.-  =  a  correspondent  les  courbes 
conjuguées  3r -+- a  =  —  a;  et  aux  biquadratiques  «  +  r  ^  a,  les 
courbes  conjuguées  3f  —  m  =  a. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  courbes  u  =  a.  sont  d'ordre  douze  et 
qu'elles  passent  par  les  douze  points  doubles  de  la  surface. 

Il  en  est  de  même  des  courbes  3r  -i-  «  =  a;  3r —  m  =  a. 

11.  Nous  connaissons  sur  la  surface  desmique  trois  réseaux  conju- 
gués ;  il  est  aisé  d'en  déduire  l'équation  différentielle  des  lignes 
asymplotiques. 

Soit  {u,  v)  un  point  de  la  surface;  nous  savons  que  les  déplace- 
ments du  =  o  (tX,  dv  =^  o:,  du  —  dv  ^  o  el  3dv  -h  du  =^  o  donnent  res- 
pectivement deux  directions  conjuguées. 

Par  suite,  on  obtiendra  les  directions  asymptotiques  en  prenant  les 
rayons  doubles  de  l'involution  déterminée  par  les  couples  du  =:  o  el 
dv^  o\  du  —  dv  =^  o  el'idv  -{-  du  =  o. 

Soient  dU  et  dW ]  dU ,  et  dY ,  les  déplacements  qui  correspondent 
à  deux  directions  conjuguées  quelconques;  ils  seront  liés  par  une  rela- 
tion involutive 

dVdlJ,  ^p(dUdY,  -\-d\],dN)  +  qdVdN,  =o. 

Ecrivons  que  celte  relation  est  vérifiée  pour  d\]  =  o  et  ^V,  =  o; 
puis  pour  f/U  =  cl\  et  3ûfV,  -i-  t^U,  =  o;  nous  déterminerons  p  el  q 
et  nous  trouverons 

^  =  o,         «7  =  3. 

La  relation  involutive  est  donc 
(8;  d\]d\],  +  3d\  d\,=n. 
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Les  directions  asymptolicpios  s'uhlieiiiicnt  en  faisant  ^L  =  dU ,  cl 
dW  =  d\,  ;  on  a  ainsi 

rfU=  +  3  d\'-  =  o, 

ce  qui  donne  pour  réquation  des  asymptotiques 

w  -f-  f  \/ —  3  =  const., 
u  —  v\' —  '5  =  consl. 

12.  Remarquons  ici  que  toutes  les  courbes  que  nous  avons  obtenues 
sur  la  surface  desmique  ont  une  équation  de  la  forme 

(9)  »"  +  ^"'  =  ^' 

g,  h,  a  étant  des  constantes. 

Les  courbes  représentées  d'une  manière  générale  par  cette  équation 
jouissent  de  propriétés  remarquables. 

Observons  d'abord  qu'elles  sont  algébriques  lorsque  le  rapport  y  est 

commensurable;  en  ce  cas,  elles  sont  même  de  genre  un.  En  efl'el,  ad- 
mettons que  g  et  h  soient  entiers;  comme  on  a,  pour  tout  point  de  la 
surface 

œ         a,  u  ar 
t  -JiV    au 

il  vient,  pour  un  point  de  la  courbe,  en  posant  u  =  h\\. 


r(/iU) 


^^ 


et  des  expressions  analogues  pour -^  et  '■  Il  résulte  de  là  que  la  courbe 

est  de  genre  un,  en  général;  elle  pourra  devenir  unicursali-  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  par  exemple  si  a  est  nul. 

Si  j  n'est  pas  commensurable,  la  courbe  est  généralemeni  trans- 
cendante ;  mais  on  a  toujours  une  expression  simple  des  coordonnées 
de  ses  points  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques. 
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En  général,  les  courbes  gu  -+-  Iw  =  a  passent  par  tous  les  points 
doubles  de  la  surface  desmique;  les  biquadra tiques  seules  font  excep- 
tion. 

(  )n  [)out  donner  de  ces  courbes  un  mode  de  génération  inléirssant 
et  fondamental  pour  nos  recherches. 

Cherchons,  en  ellet,  sur  la  surface  les  courbes  telles  qu'en  cliacun 
de  leurs  points  la  tangente  forme,  avec,  les  tangentes  aux  trois  bi- 
quadratiques  passant  par  ce  point,  un  faisceau  de  rapport  anhar- 
nionique  donné. 

I^es  tangentes  aux  biquadratiques  correspondent  aux  déplacements 

(/m  =:  o;  du  —  rfc  =  o;  du  +  ^c  =  o;  les  coefficients  de  -r^  dans  ces 

équations  sont  o,  i  et  —  i  ;  la  valeur  de  -77  qui  correspond  à  la  courbe 
cherchée  est  donc  donnée  par  Téquation 


du 

rfc  ■"  '      —  . 

du           '     i 

-j 1-  I 

d'où  1 

On 

lire 

du 

-J-  =  const., 

dv                      ' 

et,  par  suite,  la  courbe  a  pour  équation 
(())  gu  +  lw=^cf., 

g,   h,  y.  étant  des  constantes,  et  '^  dépendant  du   rapport  anharmo- 
nique  donné. 

Si  donc  nous  appelons  courbes  linéaires  les  cour])es  de  la  surface 
dont  l'équation  (9)  est  linéaire  en  u  et  v,  nous  pouvons  dire  que  : 

E/i  chaque  point  d'une  même  courbe  linéaire,  la  tangente  forme, 
avec  les  tangentes  aux  ti-ois  biquadratiques  passant  par  ce  point,  un 
faisceau  de  rapport  anliai-monique  constant. 

Pour  des  motifs  ipii  seront  e\pli(piés  plus  loin,  nous  appellerons  le 

rapport  ^  coefficient   angulaire    desniique    de    la    courbe    liiu'aire 

<ru  4-  hv=  a. 
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15.  Il  est  clair  que  si  g,  h,  a  (ou  leurs  rapports)  sont  donnés,  la 
courbe  linéaire  esl  définie  sans  ambiguïté  sur  la  surface.  Inversement, 

si  la  courbe  linéaire  ("Si  donjiée  sur  la  surface,  j  est  bien  (l/'lcriiiiné  en 
vei'lii  (le  la  propriété  qui  précède,  mais  j-  ne  l'est  pas. 

I'>u  elfet,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  6,  une  équation  en  //  cl  r 
ne  cesse  pas  de  représenter,  sur  la  surface  dcsmique,  la  même  courbe 
si  l'on  y  remplace  a  et  t-  respectivement  par 

i[ii  -+-  -2  k co  -f-  2 A'  w'  H-  LigtM  ■+-  /)  (/'  w'  1 , 

£  [  i-  -+-  9.  />■  w  ^  2 A'  to'  +  4  9 1  w  +  4  g\  ^'  I  ■ 


Il  en  résulte  que  la  courbe  i^i/  -h  /n-  =  a  est  identique  à  la  couri)e 
{ I  0  ) 


gu  -h  /iv  =+  a  -)-  (2Aw  -1-  2A'co')(  o-  -i-  h) 

-^  4i?"('7W  -4-  <7'w)  -f-  -\h{q^  co  +  q\  co). 


On  voit  ainsi  que  j  peut  prendre  une  infinité  de  valeurs. 
Pour  trouver  l'intersection  de  deux  courbes  linéaires 

gu  -!-  /n-  =  a,  o  '  "  "*"  ''  I  '■  =  S'-i  1 

on  combinera  la  dernière  équation  avec  la  série  infinie  des  équations 
(ro),  où  les  entiers  A,  ...,  fj\  prennent  toutes  les  valeurs  entières.  Il 
en  résulte  que  deux  courbes  linéaires,  dont  l'une  au  moins  est  trans- 
cendante, ont  une  infinité  de  points  communs. 

Nous  savons  que  deuv  du'ections  ^  et  ^^  sont  conjuguées  en  un 
point  lorsqu'on  a 

Il  en  résulte  qu'en  un  quelconque  de  leurs  points  communs  les  deu\ 
courbes 

gu  -t-  Ae  =  a, 

g,U   -r- /<,(•=:  a 

Joavn.  de  Math.  (',•  série),  tome  VU    —  Kasn.  IV,  iSyi.  \^ 
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sont  conjuLTuées  par  rapport  à  l'indicalrico  do  ce  point,  si  l'on  a 

3gg,  -H  h  h,  =  (), 
f)Ti  encore  : 

Les  courbes  gu  -+-  /u—  a,  où  a  est  seul  variable,  sont  conjnjinéos 
en  chaque  point  de  la  surface  des  courbes  hu  —  3^r  =  ^. 

Nous  connaissons  ainsi  sur  la  surface  une  infinité  de  systèmes  con- 
jugués, transcendants  ou  algébriques,  formés  de  courbes  linéaires  et, 
fait  remarquable,  deux  courbes  appartenant  respectivement  à  deux 
systèmes  conjugués  sontconjuguéesr'/i  tous  leurs  points  de  irncotilrr . 

Ces  propriétés  permettent  d'établir  une  liaison  entre  la  tliéorie  des 
droites  dans  le  plan  et  celle  des  courbes  linéaires  sur  la  surface  des- 
mique.  Avant  de  développer  ce  sujet,  il  importe  de  présenter  t[uelques 
remarques. 

14'.  Par  un  point  de  la  surface  desmique,  on  peut  faire  passer  une  et 
une  seule  courbe  linéaire  de  coefficient  angulaire  desmique  donné. 
Soit,  en  effet,  ?/„,  p„  ce  point,  la  courbe  linéaire  demandée  sera 

gu  +  /h'  =  gUa  +  /'<'(!, 

et  reste  la  même  d'après  (  lo)  si  Ton  subslilue  à  z/„  et  i„  les  couples  de 
valeurs  équivalents. 

Mais,   par  deux  points  de  la  surface  desmique,  w„,  r„  et  ;/,,  r,.  on 

peut  faire  passer  une  infinité  de  courbes  linéaires.   Le  coelTuienl  y 
correspondant  est.  en  effet,  égal  à 


il  peut  prendre  une  infinité  de  ^aleurs  cjuand  on  augmenlc  l'un  des  // 
ou  des  (•  de  multiples  de  4^  ou  4C0';  toutes  les  eourljcs  linéaires  ainsi 

obtenues  sont  dilTérentes  puisque  les  valeurs  de  j  le  sont. 

15.   Cela  posé,  considérons  un  plan  et  deux  axes  de   coordcjunécs 
rectangulaires  dans  ce  plan. 
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A  une  (Iroilc  i,'v3f  -I-  /ly  =  a  du  plan,  taisons  correspondre,  snr  la 
snrface  dcsmique,  la  courbe  linéaire  gu  +  At'  =  a. 
On  voit,  d"aj)rès  ce  qui  précède,  que  : 

r'  ,-/  une  d/oi/c  c.orre.spond  une  cl  une  seule  courbe  linéaire;  à 
uni'  courbe  linéaire  correspondent  des  droites  parallèles  entre 
elles,  en  nombre  infini; 

■-i"  A  une  série  de  droites  parallèles  correspond  une  .série  de 
courbes  linéaires  de  même  coefficient  angulaire  desmique; 

'\"  yiux  deux  séries  de  droites  isotropes  correspondent  les  deux 
séries  de  lignes  asymptotiques  de  la  surface; 

4°  À  deux  droites  rectangulaires  correspondent  deux  courbes 
linéaires  conjuguées  en  tous  leurs  points  de  rencontre  ; 

)"  A  quatre  droites  concourantes  correspondent  quatre  courbes 
linéaires  ayant  un  point  commun  et  telles  que  le  rapport  anhar- 
monique  de  leurs  tangentes  en  ce  point  soit  égal  à  celui  du  faisceau 
des  quatre  droites. 

1)  après  cela,  si  p  est  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé 
par  les  tangentes  à  deux  courbes  linéaires  passant  en  un  point,  et  par 
les  directions  asymptotiques  de  la  surface  au  même  point,  et  si  Ton 
pose 

?  =  c"\ 

0  sera  l'angle  des  droites  (jui  correspondent  aux  courbes  linéaires  con- 
sidérées. Appelons  angle  desmique  de  deux  courbes  en  un  jioint  la 
tpiantité  0  ainsi  définie;  nous  avons  cette  première  propriété  : 

Deux  courbes  linéaiies  se  coupent  sous  le  même  angle  desmique 
en  tous  leurs  points  de  rencontre. 

\ous  dirons,  pour  abréger,  que  des  courbes  linéaires  ^onl paral- 
lèles si  elles  ont  même  valeur  de  -  ■ 

11  est  évident  maintenant  que  toute  propriété  angulaire  euclidienne 
lies  droites  d'un  plan  donnera  une  propriété  correspondante  sur  la 
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surface  desinique,  en  l'cmplaçant  le  mot  ilroili'  par  le  mot  courbr  li- 
néaire; le  moi  angle  ^Av  angle  desmique;\ç»  niots  droites  ivctangu- 
laires  par  courbes  linéaires  conjuguées. 
Ainsi  : 

Deux  angles  desmiques  sont  égaux,  ou  ont  pour  somme  -, 
lorsque  leurs  côtés  sont  respect iveiyient  parallèles. 

Deux  angles  desmiques  sont  égaux,  ou  ont  pou/-  somme  t., 
lorsque  les  côtés  de  l'un  sont  respectivement  conjugués  des  côtés  de 
Vautre. 

Pour  transformer  les  propriétés  des  triangles  plans,  il  faut  observer 
(juc  trois  courbes  linéaires 

gu  -I-  //f  =  a,  g^  u  -\-  h^  ('  =  a, ,  g.,  u  -t-  //^  »'  =  Kj 

forment  un  triangle  desniique  dont  les  sommets  ont  pour  arguments 
les  valeurs  de  u  et  v  tirées  des  trois  équations  précédentes,  combinées 
deux  à  deux.  En  général,  trois  courbes  linéaires  forment  une  inflnité 
de  triangles;  la  règle  précédente  indique  ce  qu'on  doit  entendre  par 
sommets  d'un  de  ces  triangles, 
(^.ela  posé,  on  peut  dire  que  : 

La  somme  des  trois  angles  desmiques  d'un  triangle  desmique 
est  égale  à  t.. 

Si,  par  chaque  sommet  d'un  triangle  desmique,  on  mène  la 
courbe  linéaire  conjuguée  du  côté  opposé,  ces  trois  conjuguées  sont 
concourantes. 

Le  lieu  du  sommet  mobile  d'un  triangle  desmique  dont  la  base 
est  fixe  et  dont  les  deux  angles  desmiques  à  la  base  sont  égaux, 
est  une  courbe  linéaire,  conjuguée  de  la  hase. 

Si  l'on  mène  les  trois  conjuguées  qui  correspondent  respective- 
ment au.v  trois  côtés  d'un  triangle  pris  ainsi  successisement  pour 
hase,  ces  conjuguées  .sont  concourantes. 

Ippclons   bissectrice   desmique    tl'u/i   angle  desmique  la  courbe 
linéaire  passant  poi-  le  sommet  de  l'angle,  qui  le  partage  en  fleur 
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aiii:;l('s  dt^s/nir/uns  ci^aiix  :  les  hisscclrices  de  deux  angles  drsmnjin's 
adjaceiils  sont  conjuguées. 

Les  six  bissectrices  desin  iques  des  angles  desmiques  d'un  triangle 
et  des  angles  adjacents  se  coupent  trois  à  trois  en  quatre  points. 

Il  sérail  aisé  de  donner  d'autres  exemples  et,  en  particulier,  d'étu- 
dier la  courbe  qui  correspond  à  la  circonférence;  cette  courbe  est 
niallieureusenienl  toujours  transcendante. 

\ous  nous  bornerons  aux  propositions  suivantes,  déduites  de  la  con- 
sidération du  cercle  plan  de  rayon  nul,  auquel  correspond  un  couple 
de  lif^nes  asymptotiques. 

Soient  A  cl  B  deux  points  situés  sur  une  même  asynnptotique  de 
la  surface;  on  mène  par  A  une  courbe  linéaire  quelconque  et  par 
B  la  courbe  linéaire  conjuguée  de  celle-ci  :  chacun,  .des  points  d'in- 
tersection de  ces  deux  courbes  décrit  une  ligne  asyniptotique. 

11  en  est  de  même  si  les  deux  courbes  linéaires  issues  de  A  et  B,  au 
lieu  d'être  conjuguées,  comprennent  entre  elles  un  angle  desini(|ne 
constant. 

16.  Nous  avons  trouvé,  au  n"  8,  pour  expression  des  arguments  de 
quatre  points  de  la  surface,  situés  sur  une  droite  du  complexe  formé 
par  les  cordes  des  biquadraliques,  les  valeurs 

{i  +  a,      ?  —  [J^,      5(  -H  [JL,      a  —  ui, 
a,  a,  ?,  ?. 

Dr  la  l'orme  de  ces  arguments  dérivent  immédiatement  cpielipu^s  pro- 
|)ositions  géométriques  simples. 

En  premier  lieu,  nous  voyons  (|ue,  si  a  et  a  sont  donnés,  la  droite 
est  une  corde  de  la  l)i([uadralique  r  =  a  et  sécante  simple  des  dcu\ 
conjuguées  d(;  celle  biquadraliipie  w  =  a  -f-  iJ(.  et  ?/  =  a  —  a.  Donc  : 

Si  une  corde  d'une  biquadrati(/ue  donnée  se    déplace  en  s'ap- 
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payant  sur  une  des  conjuguées  de  cette  courbe,  elle  rencotilrc  con- 
stamment une  seconde  conjuguée. 

I>os  deux  extréniili'S  de  la  corde,  sur  la  biquadralique,  ont  pour 
arguments  [3  +  [J.  et  fJ  —  ij.,  quantités  dont  la  différence  est  la  con- 
stante 2[x.  Or  on  sait  qu'une  corde  d'une  biquadratique,  dont  les  ar- 
guments elliptiques  ont  une  différence  constante,  décrit  une  surface 
réglée  d'ordre  huit,  admettant  la  biquadi'atiqur pour  ligne  double; 
on  peut  donc  dire  aussi  que  : 

Le  lieu  des  cordes  d'une  biquadratique  donnée  qui  s'appuient 
sur  une  conjuguée  de  cette  courbe  est  une  surface  d'o/rlre  huit, 
passant  par  une  seconde  conjuguée. 

Plus  généralement,  on  voit,  en  raison  de  la  forme  linéaire  en  a,  [3,  \j. 
des  arguments  des  c]uatre  points,  que,  si  une  droite  du  complexe  s'ap- 
puie sur  deux  courbes  linéaires  de  la  surface,  ses  deux  autres  points 
d'intersection  avec  la  surface  décrivent  deux  autres  courbes  linéaires. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  premiers  points,  d'arguments 
(fi  -H  (X,  a)  et  (  P  —  a,  a),  décrivent  respectivement  les  deux  courbes 
linéaires 

gu  4-  h\-  ^  A         et         giU  +  h,  r  =  A, . 

Soient  «,  i-  et  U,  V  les  coordonnées  des  deux  autres  points;  on  a 

M  =  a  -h  p.,  U  =  a  —  [j., 

p  =  p,  V  =  fi. 

Des  relations 

g  (p-+-(j.)-+-/*a   =z\, 

g>{^-  lJ.)^//,a  =  A,, 

on  déduit,  en  exprimant  a  et  p  en  fonction  de  u,  r,  (jl  ou  en  fonction  de 
Li,  V,  p.,  les  équations 

gv  -h  hu    -f-  ii.(g   —h   )  -  A  =  G, 
o'i  r  — /i,  ?i  —  p.(^, -f- A, ')  —  X,  =  () 
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Cl 

«•    V  -f-  /t    U  +  U.(        g    -^h    )-\    =o, 

g,  V  -f-  //,  U  +  u.(-  ^,  -H  A,  )  -  A,  =  o. 

D'où  Ton  tire,  en  éliniiiiiiiU  u.,  les  ôcjualioiis  des  lieux  clécrils  par  les 
points  u,  i'  el  L,  V  : 

U{hg,  +  //,-)-+-  V(2--,  +  gh,  ~  gji) 

^Mg,-^/>,)^y^.{g-/i), 

'   u (hg,  +  A, ,ir) -^  V(2  o-j£r,  -  gh,+  g,  h  ) 
=  X(g,~/t,)^\,(g  +  hi. 

Ce  sont  dt?u\  courbes  linéaires,  dont  les  coefficients  angulaires  des- 
miqucs  dépendent  seulement  des  coefficients  angulaires  desmiques, 

j  et  ^  des  deux  premières  courbes. 

Si  les  deux  premières  courbes  sont  parallèles,  les  deux  nouvelles  le 
sont  également. 

Observons  maintenant  que  A  et  X,,  d'après  (lo),  peuvent  prendre 
une  infinité  de  valeurs;  il  est  aisé  de  voir  que  ces  valeurs,  portées  dans 
les  équations  (12),  donnent  généralement  des  couples  de  courbes,  dif- 
férentes de  celles  obtenues  d'abord,  mais  restant  toujours  parallèles  à 
celles-ci. 

De  cette  analyse  résultent  les  ibéorèmes  suivants  : 

Soient  deux  courbes  linéaires,  A  et  B,  de  la  surface  desinique; 
on  les  coupe  par  une  biquadratiquc  de  la  surface,  appartenant  à 
une  série  donnée,  et  l'on  joint  les  points  d'intersection  situés  sur  la 
première  aux  points  d'intersection  situés  sur  la  seconde;  les  droites 
ainsi  obtenues  engendrent,  quand  la  biquadratique  varie,  une  sur- 
face réglée,  dont  l'intersection  avec  la  surf  ace  desmique,  en  dehors 
des  courbes  A  et  B,  se  décompose  en  couples  de  courbes  linéaires  (  ] 
et  D,  C,  e/  D,,  .... 

Les  courbes  linéaires  d'un  de  ces  couples  sont  respective/ne/it  pa- 
rallèles aux  courbes  des  autres  couples;  ainsi  les  courbes  C,  C, ,  . . . 
sont  parallèles  entre  elles;  de  même  les  courbes  D,  D, ,  .... 
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Si  les  courbes pi'itnitives,  A  et  B,  sont  parallèles  entre  elles,  toutes 
les  courbes  C  c/  D  sont  parallèles  entre  elles. 

Les  dcu\  courbes  A  et  B  pcuveul  coïncider  : 

Si  l'on  coupe  une  courbe  linéaire  de  la  surf  ace  desmique  par  une 
bifjuadratique  d'une  série  donnée  et  si  l'on  joint  deux  à  deux  les 
points  d'intersection,  les  droites  ainsi  obtenues  engendrent,  lorsque 
la  biquadratique  varie,  une  surface  réglée  dont  V intersection  ai-ec 
la  surface  desmique,  en  dehors  de  la  courbe  linéaire  primiti^'e,  se 
dérninpose  en  une  série  de  courbes  linéaires,  toutes  parallèles  entre 
ellrs: 

17.  La  théorie  des  bitangentes  nous  a  fait  connaître  trois  transfor- 
mations de  Li  surface  en  elle-même  :  chacune  de  ces  transformations 
fait  correspondre  à  un  point  de  la  surface  le  second  point  de  contact 
d'une  bitangente  issue  de  ce  point.  Nous  avons  ainsi  trois  transforma- 
tions iniivoques  et  réciproques,  dont  nous  connaissons  l'expression  ana- 
lytique :  en  effet,  d'après  les  résultats  du  n°  9,  à  un  point  (u,  v)  cor- 
respondent, par  les  trois  transformations,  les  points 

(v,  u),      (-  2f  —  U,  r),      (2C  —  u,  v). 

En  combinant  dune  manière  cjuelconque  ces  transformations,  on  ob- 
tient de  nouvelles  transformations  linéaires  univoques,  formant  un 
groupe  continu. 

La  théorie  de  ce  groupe  revient  à  celle  des  lignes  brisées  cpii  sont  à 
la  fois  inscrites  et  doublement  circonscrites  à  la  surface  et  sur  lesquelles 
on  pourrait  énoncer  de  nombreuses  propositions.  Nous  n'entrepren- 
drons pas  ici  cette  étude;  nous  nous  bornerons  à  faire  observer  que 
toutes  les  transformations  du  groupe  font  correspondre  à  une  courbe 
linéaire  une  autre  courbe  linéaire. 

Plus  généralement,  il  en  est  de  même  des  transformations  qui  rem- 
placent u  et  ('  par  'ku  -+-  u.ç  el  'A' u  ■+-  [u'  v. 

Parmi  ces  transformations,  il  en  est  qui  conservent  les  angles  des- 
miques  :  en  se  reportant  à  la  représentation  géométrique  plane  des 
courbes  linéaires,   on  voit   qu'elles  correspondent  aux  substitutions 
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orllidijoiialos  et  quelles  sont  de  la  forme 

L  =  bu  —  ii«c, 
V  =1  au  -^  hv. 

Si  a  et  h  sont  entiers,  cette  transformation  fait  eorrespondie  à  mi 
point  («,  (')  un  seul  point  U,  V;  inversement  à  (U,  V)  correspondent, 
en  général,  plusieurs  points  (?/,  r)  en  nombre  fini. 

Un  cas  particulier  est  à  signaler,  en  raison  de  propriétés  impor- 
tantes, liées  à  une  autre  théorie  que  nous  rencontrerons  plus  loin;  c'est 
le  suivant  : 

Proposons-nous  de  déterminer  a  et  ^  de  telle  façon  que,  le  ])oinl 
(//,  t')  décrivant  une  courbe  linéaire  quelconque,  le  point  (  L ,  \  )  dé- 
crive une  courbe  linéaire  conjuguée. 

Si  l'on  a 

gu  -+-  hv  =  a, 

il  vient  pour  la  courbe  du  point  (U,  Y) 

g{b\]  +  3aV)4-  //[^>V  -  aU]  =  a[Z»-+  3a-], 

et  les  deux  courbes  seront  conjuguées  si  Ton  a  (13) 

^ëV'o  —  o.h\  +  Il  yiog  +  hh\  —  o, 
c'est-à-dire, 

^[3-^+/rj  =  o. 

La  courbe  gu  -\-  liv  —  a  =  o  devant  être  quelconque,  il  faut  et  il  suffit 
(|u'on  ait  6  =  o  et  la  transformation  devient 

U  =  —  3af,         V  =  au. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  a  ^  i  ;  il  vient  alors 

U  =  -  3p,  y  =  u. 

Pour  des  motifs  que  l'on  conqirendra  plus  lard,  nous  dirons  (jue  le 
point  (—  3(',  m)  est  le  langentiel  du  point  («,  v). 

Journ.  de  Math.  (V  série),  tome  VII.  —  Fasc.  IV,  1891.  ^\) 
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Un  point  a  un  seul  tangentiel,  mais  il  est  clair  qu'à  un  taniicntiol 
donné  corrospondenl  «ew/ points.  On  voit  aisément  que  : 

Si  an  point  se  nicitl  su/'  une-  asynip/oliqar,  son  (aiigciiticl  demi 
une  asymptoliqur  dr  la  mcmr  série; 

et,  plus  généralement,  d'après  ce  qui  précède  : 

Ouand  un  point  décrit  une  courbe  linéaire,  son  tnn^entiel  décrit 
une  courbe  linéaire  conjuguée  de  la  première. 


TROISIEME  PARTIE. 

18.  Après  les  courbes  linéaires,  il  est  intéressant  d'étudier  les  sections 
planes  de  la  surface  desmique;  elles  jouissent,  comme  nous  l'avons  fait 
voir  ailleurs,  de  propriétés  remarquables,  qui  en  font  une  classe  spé- 
ciale parmi  les  courbes  du  quatrième  ordre.  Nous  ne  reviendrons  pas 
ici  sur  les  propriétés  que  nous  avons  établies;  nous  nous  bornerons  à 
les  compléter,  en  ce  qui  concerne  la  section  par  un  plan  (juclconque; 
nous  étudierons  ensuite  la  section  de  la  surface  par  un  plan  langent . 

Il  est  clair,  tout  d'abord,  que  la  section  de  toute  surface  desmicpie 
d'oi'dre  quatre  par  un  plan  quelconque  est  une  courbe  desmique^,  c'est- 
à-dire  appartient  à  un  faisceau  de  (piarli(pies  comprenant  trois  sys- 
tèmes de  quatre  droites  :  ces  systèmes  de  quati'e  droites  sont  les  sec- 
tions, par  le  plan,  des  faces  des  trois  tétraèdres  desmiques.  Il  est 
remanpiable  (jue  la  section  plane  de  la  surface  desmique  peut  être  re- 
gardée d'une  infinité  de  manières  comme  une  courbe  desnii([ue.  I^es 
considérations  suivantes  vont  mettre  ce  point  en  évidence. 

Soient,  en  effet,  a,  [i,Y,  ^des  (|uanliiés  quelconques  et  soient,  sur 
la  surface  desmique,  les  seize  points  dont  les  arguments  u  et  r  sont  in- 
scrits au  Tai)leau  ci-dessous  : 

?^V-^^^'  a 

Y-o-?,  a 

a  -i-  Ji  -I-  0,  Y 

a-?-^,  Y 


3  —  Y  — -"^^ 

a 

a+Y+S    ^ 

7.  -  Y  -  0, 

? 

0  -  Y  -  % 

y. 

o-a-Y,    ^ 

Y  -  0  -  a. 

? 

0-='.-?, 

Y 

^  +  ?  +  Y'    ^' 

T-^-?. 

0 

?-^-a, 

1 

3  —  ^'  —  a     0 

-  -  ?  -  1% 

fj 
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Dôsignons  ces  points  para,,,  a,2,  . . .,  a.,,,  selon  la  notation  usuelle  des 
(léteiininants,  le  premier  indice  désignant  la  ligne  et  le  second  la  co- 
lonne. 

Kn  se  reportant  à  l'expression  des  arguments  des  (pialre  points  si- 
tués sur  une  corde  de  lii(piadrali(pie,  à  savoir  : 

(u)  a  -h  [1.,     a  —  ij.,     b  +  [i.,     /'  —  [/., 

('■)  /',  If,  a,  (7, 

on  voit  immédiatement  que*  : 

I"  Les  quatre  points  dont  les  arguments  sont  sur  une  même  ligne 
du  Tableau,  «,(,  <^/2)  ^'O) '^m  ^^"^^  sur  une  même  droite;  cette  droite 
appartient  au  complexe  du  troisième  ordre  formé  par  les  cordes  des 
biquadratiques. 

2"  Il  en  est  de  même  des  quatre  points  dont  les  arguments  sont  sur 
une  même  colonne  du  Tableau. 

3"  Il  en  est  de  même,  enfui,  des  groupes  de  (pialre  points  : 

rt.o,     a.,,     «3  11     «13, 
a,,,     a.,.,     «33,     «„. 

Observons  maintenant  que  les  quatre  points 

sont  dans  un  même  plan  :  ils  sont  en  effet  sur  une  même  biquadraticpie 
i'  =  a,  et  leurs  arguments  u  ont  une  somme  nulle. 

On  conclut  de  là,  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  qui  précèdent, 
que  les  seize  points  considérés  sont  dans  un  même  plan;  ils  sont  à  l'in- 
tersection d'un  premier  système  de  quatre  droites  avec  un  deuxiènu- 
système  de  quatre  droites,  et  sont  aussi  situés,  quatre  à  quatre,  sur 
(piatre  nouvelles  droites. 

Cette  remarque  fournit  une  propriété  de  toute  section  plane  de  la 
surface  desmique  :  en  eiret,  étant  donnés  un  plan  quelconque  et  une 
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hiquadraliquc  r  —  a,  on  désignera  par  jîi  +  y  -h  o,  j5  —  y  —  o,  y  —  ^  —  ?- 
0  —  Y  —  j3,  les  arguaienls  a,  dont  la  somme  est  nulle,  des  quatre  points 
d'intersection  de  ce  plan  avec  la  biquadratiquc;  j3,  y,  ô  sont  alors  dé- 
terminés, ainsi  que  a,  et  par  suite,  on  a  les  arguments  des  seize  points. 
A  chaque  biquadratique  (-■  =  a  correspond  ainsi  un  système  de  seizi' 
points  dans  le  plan.   Donc  : 

Les  points  de  la  section  plane  d'une  sur/are  des/nique  se  /  épar- 
lissent  en  une  infinité  simple  de  groupes  de  seize  points,  tels  que 
pai'  les  seize  points  de  chaque  groupe  passent  frais  systèmes  de 
quatre  droites. 

Les  douze  droites  qui  correspondent  ainsi  à  un  système  de  seize 
points  appartiennent  au  complexe  du  troisième  ordre  formé  par  les 
cordes  des  biquadra tiques;  elles  touchent  donc  une  courbe  de  troisième 
classe.  Par  suite  : 

Ces  droites  ont  pour  enveloppe  une  courue  de  troisième  classe. 

Cette  courbe  est  celle  que  nous  avons  étudiée,  sous  le  nom  de  cay- 
léenne,  dans  notre  Mémoire  souvent  cité. 

Pour  former,  sur  la  section  plane,  les  groupes  de  seize  points  dont 
nous  venons  d'établir  Texistcnce,  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de 
prendre  les  quatre  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  une  biqua- 
dratique i'  =  a,  et  de  mener  les  six  droites  (jui  joignent  les  quatre 
points  deux  à  deux  ;  ces  droites  coupent  de  nouveau  la  quarlique  en 
douze  points,  qui,  joints  aux  quatre  premiers,  forment  un  des  groupes 
cherchés. 

Or  les  quatre  points  où  un  ])lan  coupe  une  biquadratique  sont  sur 
une  conique,  section  de  la  quadrique  inscrite  à  la  surface  desmique  le 
long  de  la  biquadratique  (4)  et  qui,  par  suite,  touche  la  quarlique 
en  ces  quatre  points.  Si  l'on  se  reporte  au  Mémoire  précité,  on  voit 
ainsi  que  : 

Les  seize  points  d'un  groupe  sont  à  l'intersection  de  la  quartique 
avec  les  six  droites  qui  joignent  deux  à  deu.r  les  quatre  points  di- 
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contact  de  la  courbe  cl  d'une  conique  appartenant  à  Vun  des  //■ois 
systèmes  remarquables  de  coniques  quadrilanL^entcs. 

19.  Les  trois  systèmes  de  quatre  droites  passant  par  lis  seize  points 
d'un  groupe  jouissent,  par  rapport  à  leur  enveloppe,  de  iirnpriélés  in- 
léressantes. 

Cette  enveloppe,  que  nous  appellerons  C,  étant  une  courbe  de  Iroi- 
sicme  classe,  on  peut  faire  correspondre  à  chacune  de  ses  tangentes  un 
argument  elliptique,  de  telle  sorte  que  les  arguments  des  trois  tan- 
gentes issues  d'un  même  point  aient  une  somme  nulle,  à  des  mnUi|)les 
près  des  périodes  £2,  O'. 

Gela  posé,  considérons  un  de  nos  groupes  de  seize  points;  et  soient 
a,,  «2,  «;,,  a,  les  arguments  elliptiques  des  droites  qui  correspondent 
aux  lignes  du  Tableau  du  n°  18  ;  b^ ,  b^,  bj,  b,,  ceux  des  droites  qui  cor- 
respondent aux  colonnes;  c,,  Co,  c,,  c,  ceux  des  quatre  autres  droites 
cpii  passent  par  les  seize  points,  dans  Tordre  où  elles  ont  été  énumérées 
plus  haut.  Ecrivons  maintenant  que  les  arguments  des  trois  droites 
qui  passent  par  le  point  a,,,  puis  par  les  points  a,,,  . . . ,  «..,  oui  une 
somme  nulle,  on  a 


b, 

-hc. 

h 

-^c, 

fh 

+  c, 

b. 

-hc. 

b,  -+-  Ci^ïo, 

mod 

1(0,  ii') 

l'i  -+-  f.i^o, 

b^-hc.^o, 

6,-1-  c,s^o, 

b,-i-c.,  =  o, 

a 

,  -H  6,  -h 

6,-1-  c,^o, 

a 

i+^2  + 

6j-hC,  =  0, 

«1 

,^b^-\- 

6,-1-  c.,^o. 

«, 

,  -1-  6,  -f- 

o. 


On  déduit  de  ces  relation; 


2a,^  2ajss  2a.,^  2a,, 
riby^ib-i^^ib^^ib^^ 

1C,^1C.^^^1C,^1C^. 
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On  peut  donc  poser,  a  étant  nn  nouvel  argument, 

o  o' 

«,=  —  «,         a.  =  —  f/  4-  -  >         r/.,  =  —  a  -f-  —  : 

et.  en  combinant  ces  relations  avec  les  premières,  on  trouve,  en  dési- 
gnant par  6  et  c  deux  nouveaux  arguments, 

b,  =  —  b,         b.,  =  ~-l>-i-  -,         b^  =  —  b-\--,         bi  _  —  A  -(-  "  ^  "  , 


iî' 

1        ( 

a -h  a' 

- .,  —         t   H~ 

avec  la  eondili 

ion 

(i3) 

a  -h  b  -h  ( 

C.j=  -  (\  C,  =  —  c 


On  déduit  de  là  que  les  quatre  droites  d'arguments  a,,  «j,  a.,,  a, 
touchent  leur  enveloppe  en  quatre  points  situés  sur  une  nouvelle  tan- 
gente à  l'enveloppe,  et  d'argument  sa;  de  même  pour  les  deux  autres 
systèmes  de  quatre  droites.  De  plus,  d'après  (i3),  les  trois  tangentes 
d'arguments -2 «,  ib,  2e  sont  concourantes.  Ainsi  : 

Les  trois  systèmes  de  quatre  droites  qui  passent  par  les  seize 
points  d'un  groupe  jouissent  de  la  propriété  suivante. 

Soit  C  la  courbe  de  troisième  classe  à  laquelle  ces  droites  sont 
toutes  tangentes  :  les  quatre  points  de  contact  avec  C  des  quatre 
droites  d'un  même  système  sont  sur  une  même  tangente  à  cette 
courbe,  et  les  trois  nouvelles  tangentes  ainsi  définies  sont  concou- 
rantes. 

20.  La  configuration  remarquable  formée  par  seize  points  situés  sur 
trois  systèmes  de  quatre  droites  est  bien  connue  :  c'est  la  réciproque 
de  la  configuration  dite  de  Hesse  que  ]M.  Schroter,  en  particulier,  a 
étudiée  dans  des  Mémoires  d'un  haut  intérêt  et  spécialement  dans  un 
Mémoire  inséré  au  tome  CVIII  du  Journal  de  Crelle. 
■  Les  propriétés  de  cette  configuration  permettent  de  retrouver,  d'une 
manière  nouvelle,  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  et  quelques- 
uns  de  ceux  que  nous  avons  établis  dans  notre  travail  du  tome  VI 
(Y  série)  de  ce  Journal. 
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(Considérons  trois  systèmes  de  quatre  droites,  on  relation  desniique, 
c'est-à-dire  appartenant  à  un  même  faisceau  ponctuel  de  ipiartiques 
|)lanes;  appelons  ro?^7-Ar/'A'.s7»/y//^' du  (|uat!'iènu"  ordre  tonte  (piartii|ue 
du  faisceau. 

D'après  M.  Schrôter,  les  douze  droites  des  trois  syslénies  louchent 
une  même  courbe  de  troisième  classe  et  les  raisonnements  du  n"  19 
montrent  qu'on  peut  faire  correspondre  à  un  point  du  plan  une  couli- 
i;uration  desniique  par  la  construction  suivante  : 

]Vun  point  M  du  plan  delà  courbe  de  troisième  classe  eldu  sixième 
degré  C,  on  mène  à  cette  courbe  les  trois  tangentes,  dont  chacune 
coupe  encore  C  en  quatre  points;  les  tangentes  à  C  en  ces  douze  nou- 
veaux points  forment  une  configuration  desini(iuo,  c'esl-à-dire  se  ren- 
contrent trois  à  trois  en  seize  points  m. 

Si  M  décrit  une  droite,  les  points  correspondants  ni  décrivent  une 
courbe  d'ordre  ij..  Deux  de  ces  courbes,  correspondant  à  deux  droites 
décrites  par  M,  ne  peuvent  se  couper  qu'en  seize  points,  qui  sont  les 
points  m  de  la  configuration  déduite  du  point  commun  anx  deux  droites; 
on  a  donc  p."  =  i6  et,  par  suite,  a  =  4  ;  le  lieu  est  une  (juartique. 

Réciproquement,  toute  quartic|ue,  passant  par  seize  points  w„ 
d'une  configuration,  c'est-à-dire  toute  courbe  desniique,  peut  être  en- 
gendrée de  cette  manière.  Car  soit  M„  le  point  du  plan  qui  correspond 
aux  seize  points  /«(,  de  la  configuration;  on  peut,  évidemment,  mener 
par  M„  iine  droite  telle  que  la  quartique  qui  se  déduit  de  cette  droite 
ait  un  nouveau  point  commun  avec  la  courbe  desmique  considérée, 
qu'elle  coupe  dès  lors  en  dix-sept  points.  Les  deux  courbes  coïncident 
donc  et  la  proposition  est  établie. 

De  là  résulte  celte  proposition  : 

Toute  courbe  desmique  du  quatrième  ordre  est  desmique  d  une 
injinitê  de  inanières; 

et  ce  mode  de  génération  di'^  courbes  tlesmi(|ues  : 

Étant  donnée  une  courbe  de  troisième  classe  et  du  sixième  ordre 
C,  on  lui  mène,  par  un  point  M  de  son  plan,  trois  tanî^enfes,  dont 
chacune  coupe  encore  C  en  quatre  points. 
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Les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  nou\eau.c  points  forment  un 
système  desmique  et  se  coupent,  par  suite,  trois  à  trois,  en  seize 
points  m  :  lorsque  M  décrit  une  droite,  les  seize  points  m  corres- 
/xn/dants  décrire/it  une  courbe  desmique  du  quatrième  ordre. 

21.  Ce  modo  de  génération  met  en  évidence  une  propriété  l'onda- 
menlule  des  courbes  desmiques,  rencontrée  par  nous  dans  notre  Mé- 
moire déjà  cité.  Soit,  en  clTet,  A  la  droite  décrite  par  M  :  si  M  coïncide 
avec  un  des  six  points  communs  à  A  et  à  C,  les  tangentes  issues  de  ce 
point  sont  d'abord  la  tangente  T  en  M,  comptée  deux  fois,  et  une  autre 
tangente,  coupant  en  outre  la  courbe  aux  points  M,  N,  P,  Q.  Soient 
(î,  H,  I,  K  les  points  où  la  tangente  en  M  coupe  encore  la  courbe. 
D'après  une  propriété  connue  des  courbes  de  troisième  classe,  facile 
d'ailleurs  à  établir  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  les  tangentes  à  C 
aux  points  N,  P,  Q  sont  les  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les 
tangentes  aux  points  G,  H,  I,  K.  Les  seize  points  m,  qui  correspon- 
dent à  M,  étant  à  l'intersection  des  tangentes  en  M,  î\,  P,  Q  avec  les 
tangentes  en  G,  H,  I,  K,  on  voit  que  les  diagonales  du  quadrilatère 
précédent  sont  des  bitangentes  de  la  courbe  desmique  cjui  correspond 
à  la  droite  A,  et  que  leurs  points  de  contact  sont  les  sommets  de  ce 
quadrilatère.  On  trouve,  pour  cliacun  des  six  points  de  C  situés  sur  A, 
un  système  analogue  de  bitangentes. 

Donc  : 

Toute  courbe  desmique  a  dix-huit  bitangentes  remarc^uables,  qui 
peuvent  être  groupés  en  six  triangles  jouissant  de  la  propriété  sui- 
\ante  :  les  trois  bitangentes  de  chaque  triangle  sont  les  diagonales 
d'un  quadrilatère  complet  dont  les  six  sommets  sont  les  points  de 
contact  de  ces  bitangentes. 

Cette  proposition  montre  que  les  courbes  desmiques,  et,  par  suite, 
les  sections  planes  de  la  surface  desmique  (qui  sont,  d'ailleurs,  comme 
on  le  voit  aisément,  des  couKbes  desmiques  générales)  coïncident  avec 
lesquartiques  que  nous  avons  étudiées  dans  notre  Mémoire  antérieur, 
et  dont  l'équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(I  'l)     x'+ji'"*-*-  ;"—  -ix-y-  —  ix-  z-  —  ly"^  z^=  [\(ax  -\-by -\-cz)xyz. 
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22.  Arrivons  maiiilciiaiil  à  IVUiido  des  s;cclioiis  de  la  surface  dt^s- 
nii([uc  par  SOS  pLms  laii<^MMils. 

Il  est  clair  (|iron  pourrait  Irouvcr  leur  écjualiou  générale  el  leurs 
propriétés  en  partant  de  Féijuation  (i4)et  en  exprimant (pi'elle  re|)ré- 
sente  une  courbe  à  un  point  double. 

De  même  que  la  courbe  (i4)  possède  six  systèmes  de  trois  bitan- 
gentes  jouissant  de  la  propriété  énoncée  tout  à  l'beure,  on  verrait  que 
la  courbe  à  point  double  possède  quatre  de  ces  systèmes;  les  deux 
autres  systèmes  sont  confondus  et  formés  par  trois  bitangenles  issues 
•lu  point  double  ('). 

Mais  cette  marclie  ne  conduit  pas  directement  aux  propriétés  fonda- 
mentales ;  il  est  plus  simple  de  s'appuyer  sur  des  propositions  obte- 
nues dans  la  seconde  Partie  de  ce  Mémoire  et  de  former  a  prioii 
l'équation  des  courbes  à  étudier. 

Les  courbes  desmiques  à  point  double  jouissent  de  deux  propriétés 
caractéristiques  qui  entraînent  toutes  les  autres. 

La  première  s"r'nonc(>  ainsi  : 

Par  le  point  doul)lc  on  peut  mener  six  tangentes  à  la  courbe; 
trois  de  ces  tangentes  ont  leurs  points  de  contact  en  ligne  droite;  il 
on  est  de  même  des  trois  autres. 

Soit  en  effet  («,  t)  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface 
desmique;  par  ce  point  nous  savons  mener  trois  bitangentes  de  la 
surface,  dont  les  seconds  points  de  contact  ont  respectivement  pour 
arguments 

V,     «;      —  2C  —  u,      i';      IV —  u,     r. 

Ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  la  droite  qui  joint  les 
points  (—  2V  —  u,  v)  et  (iv  —  u,  v)  coupe  en  outre  la  surface  des- 
mique, d'après  les  formules  du  n"  8,  aux  deux  points  (t',  u)  et 
(—3c,  u). 

Le  dernier  de  ces  deux  points  est  précisément  le  tangentiel  du 
point  de  contact  (m,  v)  (n"  17). 

(')  Dans  le  mode  de  génération  indiqué  plus  haut,  on  obtient  la  courlje  des- 
inique à  point  double  en  supposant  que  la  droite  A  passe  par  un  des  points  de 
rebroussement  de  la  courbe  C. 

Journ.  de  Malli.  (4*  série),  tome  VII.  —  Fasc.  IV,  189T.  JO 


38(3  G.     IIUMBERT. 

Nous  pouvons  énoncer  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Par  un  point  A  de  la  surface  desniique,  on  mène  les  tangentes 
aux  trois  hiquadraliques  qui  passent  par  ce  point;  chacune  de  ces 
trois  droites  touche  la  surface  en  un  second  point,  et  ces  trois  nou- 
veaux points  de  contact  sont  sur  une  droite  qui  coupe  en  outre  la 
surface  au  point  tangcnlicl  du  point  A. 

Il  résulte  bien  de  laque,  si  Ton  considère  la  section  de  la  surface 
par  le  plan  langent  en  A,  trois  des  tangentes  issues  de  A  ont  leurs 
points  de  contact  en  ligne  droite.  Or  on  sait  que  les  six  points  de 
contact  des  tangentes  menées  à  une  (juartiquo  par  son  point  double 
sont  sur  une  conicjue  ;  on  en  déduit  aisément  que  les  trois  autres  tan- 
gentes issues  de  A  ont  aussi  leurs  points  de  contact  en  ligne  droite. 

La  seconde  propriété  est  celle-ci  (')  : 

Considérons  les  trois  tangentes  menées  à  la  courbe  desniique  par 
son  point  double,  et  qui  touchent  les  trois  bi quadratiques  de  la  sur- 
face desmique  passant  par  ce  point.  Soit  T  ==  o  leur  équation,  le 
point  double  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées  ;  l'équation 
des  tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro 
le  hessien  de  la  forme  T. 

Cette  proposition  est  évidente,  si  l'on  se  reporte  à  la  théorie  des 
courbes  linéaires  sur  la  surface  et  à  la  correspondance  établie  entre 
ces  courbes  et  les  droites  d'un  plan. 

Aux  trois  systèmes  de  biquadraticjues,  i-  ^  a  ;  «  -t-  i'  =  a  ;  «  —  r  =  a, 
correspondent  en  elTel  sur  le  plan  les  systèmes  de  droites 

y  ^  a  ;         y  -\-  x  y  3  =  a  ;         y  —  j?  v'3  ;=  a, 

(pii  forment  un  triangle  équilatéral.  Par  suite,  si  l'on  prend  le  hessien 
de  la  forme 

{')  Elle  est  (lue  à  Af.  Waeiscl)  {toc.  cit.). 
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on  oblicndra  le  premier  membre  de  l'ocjuation  d'un  cercle  de  rayon 
nul.  On  le  vérifie  d'ailleurs  directement;  le  covariant  hessien  est,  en 
effet, 

Revenant  maintenant  du  plan  à  la  surface,  nous  voyons,  [)uisqiie  la 
propriété  précédente  est  au  fond  une  propriété  de  rapports  anharmo- 
niques,  qu'on  obtiendra  les  directions  asymptotiqucs  en  un  point  de 
la  surface  dcsmique  en  formant  l'équation  des  tanj^entes  aux  trois 
l>iquadratiques  qui  passent  par  ce  point  et  en  égalant  <à  zéro  le  bessicn 
do  cette  équation  (on  suppose  qu'on  forme  les  équations  dans  le  plan 
tangent  au  point  considéré,  pris  lui-même  pour  origine). 

25.  Les  deux  propriétés  qu'on  vient  d'établir  permettent  de  former 
directement  l'équation  des  courbes  desmiques  à  point  double. 

En  effet,  le  point  double  étant  à  l'origine,  nous  pouvons  mettre  sous 
la  forme  x'^  -i- j''  =  o  l'équation  de  trois  tangentes  menées  de  ce  point 
à  la  courbe;  le  hessien  de  la  forme  x'^  -+-y'  est,  à  un  facteur  près,  égal 

Prenons  maintenant  pour  troisième  côté,  ;:  =  o,  du  triangle  de  réfé- 
rence la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  trois  tangentes 
^3  _,_^3  __  Q.  l'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

{x^  -\-  ■y'^)(^ax  -^  hy  -\-  cz)  +  C^-  =  o. 

C  =  o  étant  l'équation  d'une  conique.  La  courbe  ayant  un  point 
double  à  l'origine  et  pour  tangentes  en  ce  point  les  droites  x  =  o, 
^  ^  o,  on  a 

et,  par  suite,  l'équation  cherchée  devient 

(x'-l-7')(ax-i-  hy  -t-  c-)-l-  xyz^  —  o. 

Cette  équation  met  en  évidence  une  nouvelle  propriété.  Les  droites 
.r=o,7  =  o,  qui  touchent  la  courbe  au  point  double,  la  coupenl 
respectivement  en  un  nouveau  point;  la  droite  qui  joint   les  dcu.N 


388  G.   iirViREUT. 

points  ainsi  dcilnis  osl 

a.c  +  h  y  -\-  cz  ^  o, 

et  louclic  la  courbe  en  un  poiul  silué  sur  z  =  o. 

De  plus,  les  tangentes  issues  du  point  double,  autres  que  les  droites 
./;'  -h y^  ^  o,  ont  })our  équation 

r- (.v^  -h y^ )  —  /î xy^ci.c  -+-  hy)  =  o. 

La  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact  s'obtient  aisément. 
On  peut  écrire  Féquation  de  la  courbe  sous  la  forme 

+  4 xy  (a.r  -h  by  -h  "-^  z\  =  u. 


[>a  droite  cbercliée  a  donc  pour  équation 

ax  -h  ùy  -\ —  :  =  o; 

elle  passe  par  le  point  commun  à  r  z=  o  et  ax  ■+-  hy  +  cz  =  o. 
Donc  : 

Par  le  poiitl  double  d'une  courbe  desniique  on  peut  mener  à  cette 
courbe  six  tangentes;  trois  de  ces  tangentes  ont  leurs  points  de 
contact  sur  une  droite  D,  les  trois  autres  ont  leurs  points  de  con- 
tact sur  une  droite  D';  les  droites  D  et  D'  se  coupent  en  un  point 
situe  sur  la  courbe.  La  tangente  en  ce  point  rencontre  la  courbe  en 
deux  nouveaux  points,  qui  sont  situés  chacun  sur  une  des  tangentes 
au  point  ilouble. 

rielati\cnicnt  à  la  surface  desmique,  on  peut  dire  que  : 

Les  tangentes  asymptotiques  en  un  point  A  de  la  surface  des- 
mique coupent  chacune  la  surface  en  un  nomeau  point;  la  droite  qui 
joint  ces  points  passe  par  le  point  tangentiel  de  A  et  y  touche  la 
surface. 
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Il  est  aisé  de  vôrifior,  sur  ri-ijualion  do  la  courbe  dosmi(|U(',  le 
ihéorème  suivant  : 

Toute  droite  issue  du  point  double  de  la  courbe  desinique  coupe 
cette  courbe  en  deux  nouveaux  points;  ces  points  sont  conjugues 
harmoniques  des  deux  points  où  la  droite  rencontre  les  droites 
fixes  D  et  D'  du  tlicorènie  précédent. 

24.  Nous  venons  de  trouver  deux  nouvelles  propriétés  du  point  que 
nous  avons  rencontré  dans  une  autre  théorie  et  que  nous  avons  nouiiné 
tangentiel  pour  des  raisons  qu'on  comprend  maintenant.  Le  tangenliel 
( — 3c,  «)  d'un  point  (w,  i-)  est  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  (m,  p),  et  sur  la  droite  qui  joint  les  points  d'intersection  avec  la 
surface  des  tangentes  asymptotiques  en  ce  point. 

Inversement,  étant  donné  le  tangentiel  (—  3r„,  «„  ),  il  correspond  à 
ce  point  neuf  points,  dont  les  arguments  sont  compris  dans  la  formule 

Uo.      t'oH ^ (/'>  «  =0,  I,  2). 

Celte  formule  donne  lieu  aux  remarques  suivantes. 
Les  neuf  points  sont  sur  la  courbe  «  =  ?/„;  ils  sont  aussi  sur  les 
courbes 

3  ('  -t-  w  =  3 1'„  +  Wo  ;         3  c  —  m  =  3  i\  —  u„  ; 

ces  courbes  sont  les  courbes  de  contact  de  la  surface  avec  les  dévelop- 
pables  qui  ont  respectivement  pour  arêtes  de  rebroussement  lesbiqua- 
(li'ati<|iirs  ('n"  10) 

bi{[uadraliques  qui  passent  par  le  point  «  =—  3io,  c  =  "o- 
De  là  résulte  cette  proposition  : 

Soit  B  ////  point  de  la  surface  desniique  ;  1rs  déxeloppahtcs  qui 
ont  pour  arêtes  de  rebroussement  les  trois  biquadratiques  passant 
par  1}  touchent  la  surface  desniique  suivant  trois  courbes  qui  ont 
neuf  points  communs;  le  point  B  est  le  tangentiel  de  cliacun  de 
ces  neuf  points. 
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(  )ii  peut  présenter  autrement  ces  résultats. 

Les  trois  biquadratiques  passant  pjir  un  point  B  de  la  surface  sont 
sur  un  même  cône  du  troisième  ordre  du  sommet  B,  car  les  cordes  de 
toutes  les  biquadratiques  font  partie  d'un  même  complexe  du  troisième 
ordre.  Les  plans  osculateurs  menés  par  B  à  une  des  biquadratiques 
passant  par  ce  point  sont  les  plans  tangents  d'inflexion  du  cône;  ils 
sont  donc  osculateurs  aux  deux  autres  biquadratiques,  et  les  trois 
points  d'osculation  d'un  même  plan  sont  sur  une  génératrice  d'in- 
flexion du  cône.  De  plus,  nous  savons  que  le  plan  osculateur  en  un 
point  («0)  ^'o)  ^  ^^  biquadra tique  f  ^  r,,,  qui  passe  par  ce  point,  touche 
la  surface  desmiqueau  point  (t'n,  Wo)(lO).  Or  par  le  point  ( —  3t'o,  Ug) 
menons  un  plan  osculateur  à  la  biquadralique  c  =  m„  qui  psase  par  ce 
point;  le  point  d'osculation  aura  son  argument  r  égal  à  m,,;  son  argu- 
ment u  sera  tel  que  3z<  —  3*0  soit  égal  à  une  période.  Ce  point  sera 
donc 

fi/no  -+-  Li/i'  m' 
'•oH 3 '      "o, 

et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  rappelé,  il  touchera  la  surface  au  point 
iio ,     ('0  +  ~ 3^^^ ' 

c'est-à-dire  en  un  point  qui  a  pour  tangentiel  (—  3p„,  «(,). 
Donc  : 

Les  trois  biquadratiques  menées  par  un  même  point  B  de  la  sur- 
face desmique  ont  neuf  plans  osculateurs  communs  passant  par  B  ; 
les  trois  points  d'osculation  de  chacun  de  ces  plans  sont  en  ligne 
droite  entre  eux  et  ai-ec  le  point  B;  les  neuf  droites  ainsi  définies 
sont  les  génératrices  d'inflexion  d'un  cône  du  troisième  ordre. 

Les  neuf  plans  osculateurs  communs  touchent  la  surface  des- 
mique en  neuf  points,  de  chacun  desquels  le  point  B  est  le  tangen- 
tiel. 
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25.  Une  génération  et  des  propriétés  intéressantes  do  la  surface 
desmique  résultent  d'un  beau  théorème  de  M.  Cremona. 

Ce  géomètre,  dans  son  Mémoire  couronné  sur  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre,  s'est  proposé  le  problème  suivant  : 

Soi/  un  plan  coupant  une  surface  S,  d'ordre  trois,  suivant  trois 
droites,  a,,  ij,  c,,;  trois  coniques  de  la  surface  dont  les  plans  pas- 
sent respectivement  par  a, ,  b,,  c, ,  sont  toujours  sur  une  quadritjue  : 
chercher  le  lieu  des  sommets  de  celles  de  ces  quadriques  qui  dégé- 
nèrent en  cônes. 

M.  CixMnona  a  démontré  que  le  lieu  est  une  surface  du  quatrième 
ordre,  admettant  trois  séries  de  cjuadriques  inscrites;  par  chaque  poinl 
de  l'espace  passent  deux  quadriqucs  de  chaque  série. 

Les  quadriques  d'une  série  ont  donc,  d'après  ces  i-ésultats,  une 
équation  de  la  forme 

A-A  +  2aB  -I-  C  =  o, 

et  la  surface  enveloppe,  B^  —  AC  =;  o,  a  pour  points  doubles  les  hnil 
points  communs  aux  surfaces  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o. 

Or  il  est  aisé  de  reconnaître,  en  lisant  le  Mémoire  de  M.  Crenioiia, 
(|ue  la  surface  admet  ainsi  douze  points  doubles,  qui  sont  les  poiuls  de 
contact  avec  la  surface  cubique  des  plans  tangents  (autres  que  le  plan 
«i^oCio)  qu'on  peut  lui  mener  par  les  droites  a,,  b.^,  0,0. 

Ces  résultats  qui,  nous  le  répétons,  se  déduisent  sans  aucun  eU'ort 
du  travail  de  M.  Cremona,  peuvent  être  établis  très  simplement  j)ar 
le  calcul. 

Soient,  en  effet,  /  =  o  le  plan  rt,AoC,2  et,  dans  ce  plan,  .r  =  o, 
y  =  o,  ^  =  o,  les  équations  des  trois  droites  a,,  b.,,  c,.,. 

La  surface  cubique  qui  passe  par  ces  droites  a  une  équation  (\c  la 
forme 

/t-hxyz  =  o, 

f  étant  du  second  ordre  en  x,  y,  z,  t. 
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Trois  coniques  de  la  surface  donl  les  plans  passent  rcspeclivemenl 
par  a,,  l>,,  c,.,  ont  pour  équations 

/-i-v.yz^o,         ./■  =  a/, 
/+^r.r  =  o,         j'=p/, 

La  quadrique  qui  passe  par  ces  coniques  est 
/  -h  aj-r  -h'^zx  -h  yyx  —  v.'^zt  —  ixyy/  —  J^y-f'  -+-  s^^Y'^  =  «• 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  compris  dans  cette  formule  s'oblienl 
en  éliminant  a,  ^,  y  entre  les  équations 

/;  +  y.z  -h  y.r  —  ay/  =  o, 

/■;  -  ap  J  -  ayj'  -  [Sy.r  +  aa^y/  =  o. 
Efl'ectuant  les  calculs,  on  trouve  le  lieu  du  quatrième  ordre 

r-  -  f'yf'.y^  -fj'.'^^-fjy^y-  tf'J'yf'-.  +  -C/zf,  =  O. 

Soit  2  le  premier  membre  de  cette  équation  ;  posons 

S  =  o  étant  léqualion  de  la  surface  cubique;  on  a  identiquement 

s^-s;,s;.s;  =  i/=. 

Cette  identité  montre  bien  que  la  surface  H  =  o  admet  comme 
points  doubles  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  S  =  o 
par  les  droites  /  =  o,  a;  =  o";  <  =  o,  j/  =  o;  /  =  o,  r  =  o,  pourvu  tou- 
tefois que  ces  points  ne  soient  pas  dans  le  plan  t  =  o. 

Or,  par  une  droite  d'une  surface  cubique,  passent  cinq  plans  tritan- 
gents  de   cette  surface;  les  trois  droites  considérées  étant  dans  un 
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niriiio  [)Iaii  li-il;ini;('Mt,  /  —  <),  on  pourra  mener  par  chacune  d'elles 
(piali'e  })ians  Irilan^'euls  autres  que  /  =  o,  et,  par  suite,  la  surface  du 
<piatri(''Uie  dci^ré  Z  :=  o  aura  douze  points  douhles. 

2(>.  Nous  allons  prouver  maintenant  que  i^  est  une  surface  dcsinicpir  ; 
il  suffît,  pour  cela,  de  vérifier  cpie  les  douze  points  doubles  foimcnl  uu 
système  desmique,  c'est-à-dire  sont  situés  trois  à  trois  sur  seize  dioites 
par  lesqnelles  on  peut  mener  trois  systèmes  de  cjuatre  plans. 

Or  cette  propriété  résulte  aisément  des  relations  entre  les  vini;!- 
sept  flroites  dune  surface  cuhi([ue. 

(Considérons  ces  vingt-sept  droit(;s  et  employons,  poui'  les  dc-siiiuer, 
les  notations  de  M.  ("remona,  à  savoir  : 


A,,   //,,   b,,    />,,   A,,   A„, 

'■,:;,     '-i:,,    '■"mi    <-i.-,^    ''nu    ''■l■^^    ^^ii     <'-:.^    <-2<i^    <':n)    Cu.,)    '"au,     ''::,■:     ''u.^    ''..o- 

On  sait  qu'une  droite  r/,  et  une  droite  h/,  se  rencontrent,  si  /  est  dillé- 
rentde/i;  qu'une  droite  r,^,  rencontre  les  droites  a,  et  I>/,\  enliu  (pie 
deux,  droites  c,a  et  Ci,„  se  rencontrent  si  les  indices  /,  A,  /,  ///  sont 
diflérents.  Il  est  aisé,  d'après  cela,  de  trouver  les  points  de  contact 
des  plans  tritangents  menés  par  les  droites  a,,  b.,,  c,.,,  et  les  relations 
de  position  entre  ces  points. 

Nous  désignerons,  dans  ce  (pii  suit,  par  les  symboles  de  deuv 
droites,  le  point  d'intersection  de  ces  droites;  ainsi  (/':,'',;,)  sera  le 
point  d'intersection  de  b.,  et  de  c,.,. 

Lc's  points  de  contact  des  plans  tritangents  menés  par  f/,,  h.,,  c,.,  et 
non  situés  dans  le  plan  ajj.,c,.,  sont  : 


Plans  t 

,rilani;enls  par  i/,-. 

■•       {'H'-,,) 

U':Cv.) 

(^..C,:.) 

(0,c,,) 

h,  . 

..       {r>,r,,) 

(«v '■-.',) 

(^r.C-..0 

{(h.c,,) 

"                    ''li- 

..       {aJ,,) 

{'■y.C:,.) 

\c,r,C:,) 

(C;,6Cl,) 

(]ela  posé,  considérons  deux  ])lans  tritangents,  par  exemple  a.bjr.^, 
>t  ri,fb,r,.^  :  ils  se  coupent  sui\aiit  une  drt)ite.  Or  la  droite  a.^  du  pre- 
niei-  icncontre  la  droite  b,  du  second;  de  même,  bj  rencontre  c,.,  et 
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a ,^  l'cncoiilro  r^,;  il  en  résulte  ([ue  les  trois  points 

{ajj,),      {a.,r.,,)     {l>,'\,) 

s(inl  en  li^nie  (lroil(>.  En  considérani  suecessivenient  crnulres  rou[>les 
(le  plans  U'ilani^enls,  on  arrive  à  funni'r  le  "l'ahleau  suivant,  où  les 
trois  points  de  eliaipie  eolonne  sont  sur  une  nirnie  droite. 

I.                  ■:.                  :!.                 1.                    5.                 G.  7.                    8. 

(flo/;,)  (aJ/,)  ta./),)  {tJ-J'i)  C'je,,,)  [a-^Cyi)  (a^c,:^)  (fl-jf-jj 

(«jC-j,)  (ci^Cy,)  («sCî^l  l'/cfîJ  i^iCr.)  (/^it'iô)  (''sf'ie)  (^sCu) 

(/■'jC,:,)  (/';(.■,.,)  «/'.-.C,,5^  (As'-iot  ('■aifôr.l  (Cai^t'je)  (CjsC.,)  (C31C5,) 

9.  II).  11.  I-.'.  I.î.  11.  I.î.  10. 

(^;fj.J       l'^vfoi)       <",;e.2,-,  )       («jej^)       {fiC.,-)       (rt,je.,.,  )       (rt's''2G)        (f^e^'îi;) 
(/'.■iC,,)      (>«(•,„)      (lî-jr,;,)       l^iC,.,)      (^ce,,-,)      (i'^jC,,)      {l>;f,;)      (/'sCiJ 

(fi5fa«)         ICifiCV,.-.)         (CjiCio)         (flit'sJ         (ei6'--3v)         (CjcC.j)         U'U''S.-,)         (<'S«<"34) 

11  résulte  do  rcxanien  de  ce  Tableau  que  les  douze  points  doubles 
eonsidérés  sont  trois  à  trois  sur  seize  droites;  ces  seize  di'oites  sont 
dès  lors  situées  sur  la  surface  1. 

Montrons  maintenant  (pie  les  seize  droites  appartiennent  à  trois 
svstènies  de  (piatre  plans;  à  cet  eiVet,  numérotons-les  de  i  à  id,  en 
suivant  Tordre  des  colonnes  du  Tableau  précédent. 

Il  résulte  de  Tevamen  de  ce  Tableau  que  les  droites  i,  2,  j,  8  sont 
dans  un  nu^'uie  plan,  car  i  et  2  se  coupent  au  j)oinl  (a^^,)  ;  i  et  5  au 
|)oint  ((/;,'■;,:,  );  I  et  8  au  point  (/>:i'"|.|),  et  ainsi  de  suit(\  On  forme 
ainsi  le  Tableau  suivant  où  les  quatre  droites  d'une  nième  lij,nie  sont 
dans  un  plan,  ainsi  que  les  quatre  droites  d'une  nièjue  colonne. 

1        -2       j        8 

')      4     I  î     16 

()    10      7      () 

'i  I     I  "i     12     1 4  . 

lùifin  les  droites  i,  |,  7,  i  '1  sont  dans  un  même  plan,  et,  de  même, 
les  dioiles  CI,   10,   i3,  8;  les  droites  3,  2,   12,  9  et  les  droites  j,  iC, 

<),    l.T. 
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Les  seize  droites  appartiennenl  donc   à  trois  systèmes  de  (jualrc 
jilans,  et,  par  suite,  X  est  une  surface  desmiquc  du  quatiiriiu'  ordi r. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  l(>  tliéorènie  suivant  : 

Etant  clori/iéi's,  .si/r  une  surfare  cubique,  trois  droitcH  silures 
dans  un  même  plan  Iritan'^fnt^  1',  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  oj-dre  qui  coupent  la  surface  cubique  suivant  trois  coniques 
dont  les  plans  passent  respectivement  par  les  trois  droites  données 
est  une  surface  desmique  du  quatrième  ordre.  Les  douze  points 
doubles  de  cette  surface  sont  les  points  de  contact,  non  situés  dans 
le  plan  P,  des  plans  tritangents  qu'on  peut  mener  à  la  surface  cu- 
bique par  les  trois  droites pri/nitivcment  considérées. 


27.   L'identité 


s=  — s;s;.s;  =  i/= 


montre  que  la  surface  l.t^  =o  coupe  S  ^  o  suivant  trois  courbes  dis- 
tinctes. 

L'une  d'elles  est 

S  =  o,       s;  =  o, 

c'est-à-dire 

j  f  t  ^xyz=o, 

Cette  courbe  comprend  d'abord  les  deux  droites  /  =  o,  ^'  =  o  et 
f  =  G  et  s  =  o,  qui  ne  sont  pas  .situées  sur  2,  mais  sur  /'^  =  o;  il  reste 
la  courbe 

qui  est  une  biquadratique. 

Les  surfaces  S  =  o  et  2  se  coupent  donc  suivant  trois  biquadra- 
tiques;  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  appartiennent  sur  S  à  trois  systèmes 
différents. 

Inversement,  on  démontre  sans  difficulté  que  : 

Sur  une  surface  desmique,  trois  biquadratiques  quelconques  da 
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systèmes  dij/'e/c/ils  apparlic/z/icnt  à  unr  mcnic  suijaci'  (■ithi(iitc,  sur 
laquelle  les  points  doublrs  delà  sin-farr  dcsmiquc  soiil  les  points 
de  contact  dr  plans  ti-itangcnls. 

On  pourrail  indiquer  d'autres  relations  entre  la  surface  dcsniicjue  el 
les  surfaces  cubiques  menées  par  trois  biquadratiques;  nous  ninsiste- 
rons  pas  davantage  sur  cette  théorie,  dont  le  principal  intérêt  est  dans 
le  coniplcnient  qu'elle  apporte  à  un  beau  résultat  de  M.  Creniona. 

28.  Nous  avons  défini  analyti([nenienl  la  surface  desnii(|ue  par  les 
relations 


?.)'  = 


?/  = 


étant  posés 


m->- 


et 


p'-u  =  4(jK/.  -  (\)(pu  -  <-,){pu  -  c^). 

Cherchons  ce  que  devient  la  surface  (|uand  les  fonctions  elliptiques 
se    ramènent    aux    fonctions    circulaires,    en    faisant,   par   exemple, 


On  sait  que  les  fonctions  \pn  —  i\,  \jpu  —  e.,^  slp^  —  ''.\  so'i' 
égales,  à  un  facteur  constant  près,  à  snU,  cnU,  dnU;  U  étant  égal 
à   u,    mullipli(''   par  une    constante,   et  le    module    /.   de  snlJ    étant 


^\ 


U  résulte  de  là  qu'en  désignant  par  ^,  y],  t  de  nouvelles  coordonnées, 
proportionnelles  à  -^  -)  j»  la  surface  desmique  peut  être  définie  par 


les  relations 


snLÎ  en  U  Y  dnU 

inV'  "''~;ïirv'  ''"chTv' 


Faisons  tendre  e.,  vers  e,,  c'est-à-dire  le  module  A'  vers  zéio.  Les 
fonctions snU  et  cnU  deviennent  sinU  et  cosU;  dnU  tend  vers  i.  On 
aurait  alors  C  =  i  •  Pour  échapper  à  celle  conclusion,  (pii  ne  donne  rien 
d'intéressant,  on  peut,  à  la  place  de  "C^  introduire  la  coordonnée 


L'- 


SIR    LA    SURFACE     DESMIQl'E    DU    QUATlil  KMF.    ORDRE.  Jp; 

à  la  liinit(>  on  a,  ])our  /i  =  o, 

cc'sl-à-diro 

l'=(s\n^-\  -  siirU)  =  sin(U  +  V)sin(  V  -  U). 
La  surface  nouvelle  est  donc  définie  par 

V.         sin  U  cosU  y,  ■     /!'        \i  \    ■     /\;        it\ 

?=^^'        "1=;r;Tv'         C'  =  sin(b  H- V)sin(  V  -  U), 

sin  \  '  COS  V  \  /  s  y 

on,  ("U  coordonnées  honiO!:>ènes, 

px  =  sinU  cos\  , 

py  =  cosU  sinV, 

pz  =  sin(V  +  U)sin(V-  U)sinVcosV, 

p/   =  sin\  cos\' . 
Posant 

.,■  +y  =  X.         y  -  X  =  Y,  ■2z  =  -  T,  2/  =  +  Z, 

cl  introduisant  à  la  place  de  U  et  V  les  quantités  a,  ^,  y,  définies  par 

a  =  u  +  v,       ;i  =  v-u,       Y  =  -2V. 

ce  qui  entraîne  la  condition  a  +  fl  +  y  =  o,  il  vienl  enfin  ])our  rxpres- 
sion  des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 


/T  =  sin  a  sin  3  ^^inv   I 


avec  la  condition  a  +  fl  +  y  =  *'■ 


pX  =  sina, 
pY  =  sinp, 
pZ  =  sin  Y, 

l/é(|uation  carir-<icnni'  de  celte  surface  s'ohlienl  aisément  :  on  a.  en 
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olTfl,   cnlrc  les  sinus  des  trois  angles  a,  p,  y,  en  vertu  île  la  relation 

a  4-  [î  4-  7  =  o,  la  condition 

sin'a  -+-  sin'  !îi  -J-  siii^y  —  2sin-asin^JÎ  —  iisiira  siii-y 

—  2sin^^  sin--;  -l-  '|siu'a  sin-JBsin-y  =  o. 

Par  suite,  la  siirt'aee  a  |)Our  (''ciuation 

\.  +  V>  +  Z'  _  2\=Y^-  2X-Z--  2V  =  Z-'+  ',TXYZ  =  o. 

Elle  jouil  de  pro[iriétés  analoj^ues  à  celles  de  la  surface  desinique 
générale;  on  voit,  en  particulier,  que  ses  sections  par  un  plan  quel- 
conque sont  des  courbes  du  type  déjà  rencontré  (1  i  K 

dette  surface  mériterait  une  étude  spéciale  à  laquelle  nous  aurons 
occasion  de  revenir. 


EMPLOI    DES    PERCUSSIONS.  Spp 


Etudes   suf   l  ' cjupUn    des   pei'ciissioiïs   dans    la    théorie 
du  iiioiivemeid  d  Un  solide  ploii'j;é  dans  un  fluide, 

Par  m.   h.   WILLOTTE, 

Insénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


ï.  Objets  des  présentes  études.  —  Les  forces  iiistanlanécs,  dilfs 
de  pereussion,  peuvent  èlre  consiclérces  comme  rcpréscnlaiil  ce  i\uc 
deviennent,  dans  riiypolhèse  limite  d'une  vitesse  d'accroisseinenl  inli- 
nie  les  forces  répulsives  de  la  nature  ([ni,  naissant  à  petite  distance  de 
leurs  ccnlres  d'action,  grandissent  avec  une  rapidité  considérable  à 
mesure  que  les  points  sur  lesquels  elles  agissent  se  rapprochent  de  ces 
centres,  puis  décroissent  avec  une  rapidité  également  considérable 
(piaud  les  mêmes  points  s'éloignent  des  mêmes  centres. 

A  Cl'  point  de  vue,  on  conçoit  cpie  l'emploi  des  forces  de  |)ercussion 
esl  propre  à  donner  des  facilités  toutes  spéciales  pour  l'étude;  des  phé- 
nomènes de  relation  entre  les  fluides  et  les  solides  qui  y  sont  immergés, 
phénomènes  connus  sous  le  nom  de  résistance  des  fluides.  Les  phé- 
nomènes dont  il  s'agit  sont  en  elTet  caractérisés  par  l'apparition  entre 
les  corps  eu  présence  d'un  nombre  immensément  grand  de  forces 
répulsives  agissant  pendant  un  tenqis  excessivement  court. 

.Nous  nous  proposons,  dan?»  la  série  d'études  que  nous  commençons 
ici,  de  montrer  le  parti  (jue  Ion  peut  lirer  de  la  notion  des  forces  de 
percussion  ainsi  envisagées  pour  faire  la  théorie  de  la  résislanci;  des 
lluides  dans  des  cas  particuliers  tpii  nous  couduironl  à  Texplicalion 
d'importantes  lois  naturelles. 
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Le  tluiclc  que  nous  étudierons  sera  conslitué  comme  celui  dont  la 
considération  s'est  intz'oduite  depuis  longtemps  déjà  dans  l'enseigne- 
ment classique  sous  le  nom  à^éthcr  et  y  lient  maintenant  une  si  grande 
place;  ce  sera  donc  un  ensemble  indéfini  de  points  matériels  m  ([ui 
pourront  être  liés  entre  eux  par  des  forces  dépendant  d'un  potentiel, 
^lous  prendrons  ce  fluide  en  im  état  de  di^'ision  infinie;  nous  enten- 
dons par  là  que  nous  regarderons  le  nombre  X  de  points  m  contenus 
dans  l'unité  de  volume  du  fluide  comme  croissant  an  delà  de  toute 
limite,  la  \  alcur  ni  des  masses  de  ces  points  décroissant  en  même  tiMups 
de  manière  <pic  la  masse  totale  N//<  de  l'unité  de  volume  du  fluide 
conserve  une  valeur  finie  déterminée,  d'ailleurs  cjuclconque. 

ImiOu  les  solides  que  nous  considérerons  seront  toujours  des  solides 
in\ai-iahles:  une  conséquence  de  la  condition  ainsi  posée  sera  que  ces 
solides  devront  toujours  être  l'egardés  comme  étant  parfaitement 
élastiques,  tout  solide  invariable  pouvant  en  efl'et  être  assimilé  à  ce 
(|ue  devient  à  la  limite  un  solide  parfaitement  élastique,  dans  lequel, 
les  coefficients  d'élasticité  croissant  indéfiniment,  les .  déformations 
produites  par  un  cboc  quelconque  sont  infiniment  petites. 

Nous  avons  surtout  en  vue  d'examiner  le  cas  où  les  solides  envi- 
sagés sont  en  état  de  moyen  mom-emcnl  permanent.  Voici  comment 
l'on  est  conduit  à  la  conception  de  cet  étal  :  prenons  un  solide  M 
complètement  immergé  dans  un  fluide;  ailmetlons  d'ajjord  que  le 
solide  soit  en  état  de  repos;  il  ne  pourra  y  rester;  car,  les  particules  m 
du  fluide  étant  en  mouvement  vibratoire,  les  actions  de  ces  particules 
sur  le  solide  changent  à  tout  instant  et,  par  suite,  le  solide,  étant  soumis 
à  des  forces  qui  ne  se  font  pas  constamment  é(piilibre,  se  mettra  néces- 
sairement en  mouvement.  Mais  les  vitesses  du  solide  ne  croîtront  pas 
non  plus  au  delà  de  toute  limite,  puisque  la  résistance  du  fluide  vient 
lis  diminuer  dès  qu'elles  dépassent  certaines  valeurs.  11  existe,  par 
conséquent,  pour  le  solide  M,  entre  l'état  de  repos  et  l'état  de  grande 
agitation,  nu  certain  l'-tat  intermédiaire  caractéiisé  par  ce  fait  (]ue  la 

.1 
valeur  moyenne  Ir.  j     (  -  (Il  du  earré  de  la  vitesse  de  Tune  quelconipie 

de  ses  parties,  calculée  pour  une  périoile  il(^  lenq)S  T  comptée,  à  partir 
(l'une  origine  quelconque,  tend  pour  T  =  ce  vers  une  limite  bien 
(h'teruiinée.  C/esl  de  cet  état,  conq)arable  à  celui  d'une  feuille  tl'arbre 
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])laci'(^  au  sein  de  1  aliiios[)ii<"'i('  tcrrcsiic,  (juc  nous  nous  jx'bposoiis  de 
(h'gagor  ici  los  lois. 

II.  Rappel  (les  forinulff!  ij^i'-iKh'dlcs  du  rhof.  —  ÎNous  coiiiitionco- 
roMs  par  rappelor  les  loriiiulcs  du  cIhic  de  deux  solides  pi'is  dans  le  cas 
11'  [ilus  i^'énéral,  forinulcs  ipii  ronduisciil,  ou  le  sait,  à  ri'valualion  des 
foi-cos  do  percussion. 

(Considérons  un  solide  invariai)le  (pi(dcou([ue,  de  uiass(!  M,  (pic  nous 
ap|)ellerons  le  solide  M  et  dont  nous  rapporterons  tous  les  points  à  ses 
Iroisaxesprincipaux  (  î./-,  (îy,  (Irpassanl  par  son  ccnti'e  de  ijjravilé  (î. 

Soient,  par  ra[)porl  aux  li'ois  axes  ainsi  définis  : 

A,  15.  (\  les  trois  moments  d'inertie  principaux  du  solide; 

"o-  '  (>•  *''oi  ft.u^  Pb-  Qo  1<^s  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
vité de  ce  solide  ot  ses  rotations  instantanées  autour  des  axes  de 
coordonnées  à  un  certain  moment,  choisi  de  manièic  à  précéder  im- 
uK'diatenient  un  choc  produit  [)ar  la  rencontre  dudit  solide  M  avec 
un  autre  solide  quclcon(jue  que  nous  nommerons  le  solide  M'; 

//.  i'.  a-,  //,  p,  q  les  mêmes  quantités  immédiatement  après  le  choc; 

a,  b,  c  les  coordonnées  de  l^'-léinenl  elioipu'  de  la  sui'face  limitative  du 
solide  M: 

ûT  l'impulsion  totale  [)en(laiit  la  durée  très  courte  du  choc  de  la  [)er- 
cussion  résultant  de  ce  choc; 

a,  ^,  y  les  angles  cpie  la  noinialc  cxlrrlcnvc  à  la  surliu("  du  solide  en 
l'idéMneut  cIhxjui'  fait  avec  les  axes  di'  coordonnées. 

l'osons,  pour  sinq)lilier  l'écrituri', 

b  cosy  —  ccosji  —  h, 
c  cos a  —  a  cosy  ;=  /, 
a  cos  [3  —  b  cos  a.  =  j . 

Nous  auions  dans  ces  conditions  les  relations  hien  comuies 

I  M(  M  —  Uf,  )  =  Gî  cos  a. 

(i)  <  M('f  —  Po  )=  rarcos^, 

'  M(tv  —  vv„  )=  cicosy, 

Journ.  de  Mallt.  (V  série),  tome  Vil.—  l-'asc.  IV.  1891.  '- 
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[   A(  //     —  «0    )=  /<nî. 

Cf^r   -  q„  )  =r /ra. 

Si  niaintenanl,  rapportant  égalenioiit  à  ses  trois  axes  |iriii<ipau\ 
passant  par  son  centre  de  gravité  le  solide  M'  dont  la  rencoiilre  avec 
le  solide  ^I  détermine  la  production  de  la  percussion  u>,  nous  désignons 
par  des  lettres  accentuées  les  quantités  correspondant,  pour  ee  solide 
M',  à  celles  ci-dessus  définies  pour  le  solide  M  (avec  cette  seule  diffé- 
rence que  les  lettres  a',  ^',  y'  s'appliqueront  aux  angles  que  la  normale 
intériein-e  en  l'élément  choqué  du  solide  .M'  fait  avec  les  axes  (1(<  coor- 
données relatifs  à  ce  solide),  nous  aurons  les  relations 

I  M  (  «' —  «I,  )  =  — îTîcosa, 
('3>  <  M'(i"  -e;    )  =  -cïCOs!B-. 

'  M'(tv'  —  w\^  )  =  —  îTî  cosy', 
/  A'  («'  —  «I,  )  =  —  /<'CT. 

(4)  \w(p'-p:  )=-/'c., 

la  percussion  qui  agit  sur  le  solide  M'  étant,  d'après  le  priucipc  de 
l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction,  égale  et  de  sens  opposé  à  la  per- 
cussion CT  actionnant  le  solide  M. 

Par  ailleurs,  les  deux  solides  M  et  M'  étant  des  solides  invariables  et 
pouvant  par  suite,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  remarqué  page4oo  ci-dessus, 
être  assimilés  à  des  solides  parfaitement  élasticpies,  nous  ajouterons 
aux  douze  équations  précédentes  l'équation  bien  connue  exprimant 
que,  dans  le  choc  des  corps  parfaitement  élastiques,  le  total  (U^^  forces 
vives  après  le  choc  est  égal  à  ce  fjuil  était  avant  le  choc 


(5) 


M(  ir  -h  e-  -I-  a-  )  ;pl-  A/r  -h  \jp-  -f-  Cq- 

-t-  M'(  «'*  w-  V''-  -H  ^p"'  )  -+-  X'n'-  -h  Up'  -H  CV/'^ 
•■=  ^l(«i;  -1-  vl  ■^-  wl  )  -I-  Xrii  -H  B/?-;  -i-  Cqi 

+  M'(  «■„-  -h  e'„-  -t-  W„-)  -+-  AV/„-  -h  B'/}','  -f-  CV/i,- 
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(-)ii  |)oul  (''crirc  celle  (''(|iiation  coimiic  il  siiil 

M(  u  -  //„  )(  Il  -T-  ;/„  )  -i-  M(  i-  —  r,  )  (  r  -j-  r„)-^  M(a-  -  «•„)  (  iV  -f-  «•„) 
-+  A(//  —  //„)(«+  //„  M-  Bip-  p„){p-^  p„)-i-  C(y  -  y„  )(y  -+-^/„.) 
-t-  M'( u  —  u[,)(n' -h  «;,)  -i- — 

H-    A(//'—    //^^)(//'-^_    /,,|^    )    H- -        :.=:(), 

OU,  l'ii  Iciiaiil  coiuiilc  des  relations  i  i  ),  (  2),  ('i),  (^ /|  ). 

«  cosa  -f-  ('  cos^  -4-  «•  cosy  -+-  «o  cosa  -f-  i-„  cosji  +  i\  „  cosy 

=  «cosa'-t-  t'cos[5-i-  «''cosy' 
-f-  u'g  cosa'  -f-  i"„  cosji'  -i-  n-j,  cosy' 
-I-  /<//  4-  /'yo'  -^  j  q'  —  /'//,,  -t-  <  7^1,  -+-]'/„■ 

Or  la  somme  m  cosa -^  pcosjî  4- ^vcosy,  c'est  la  coiuposanle,  sui- 
vanl  la  normale  en  l'élément  choque  di;  la  surface  du  solide  M,  de  la 
vitesse. après  le  choc  du  centre  de  gravité  de  ce  solide.  Posons,  pour 
simplifier  l'écriture, 

u  cosa  -^  V  cos  ji  -I-  \v  cosy  =  L'. 
e|  de   même 

«0  cosa  —  i„cosfl  4-vv„  cosy  =  L  „, 
u'  cosa'  -f-  t' cos^'  -f-  IV  cosy'  =  U'. 
aJiCOsa'-t-t--^cosp'-i-  *vJ,cosy'=  U^. 

Par  ailleurs  la  somme  lui  -t-  ip  -î-  jq-,  c'est  pour  le  solide  M  la  com- 
])osanle  après  le  choc,  suivant  la  même  normale  en  l'élément  chorpié, 
de  la  vitesse  de  rotation  (par  rapport  à  l'axe  instantané  de  rotation 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  solide)  de  l'élément  choqué  dudit 

-olideM. 

Posons,  pour  sinq)lilieire(ril  lire. 

Im  -r-  ip  -r  jq  =  \  . 
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et  do  niônio 

A'//'  -I-  /"/>'  -^  j' q  =  V', 

/<'/<!,  +  i' p\^  -+-./  Ça  =  ^'ô- 

En  tenant  compte  de  ces  nolalions  el  des  transfornialiniis  faites  ei- 
dessus,  réqualion  ('5)  s'i^crit 

(6)  u  +  r„  +  V  +  v„  =  (  i'  +  ij;  +  v  +  v;  : 

les  composantes  de  vitesses  qui  ligurent  dans  le  ])remier  inemlire  de 
cette  éqnation  (G)  sont  comptées  suivant  la  normale  r.rléflrinr  en 
rélénienl  choqué  du  solide  M,  celles  du  second  mendn'e  sont  mesu- 
rées suivant  la  normale  iidéricui-c  en  l'élément  choqué  du  solide  M', 
en  sorte  que,  en  définitive,  tontes  ces  composantes  sont  comptées  en 
|)renanl  ime  même  direction  pour  sens  positif  sur  la  normale  coni- 
n)nne  aux  deux  solides  M  et  M'  au  point  où  ces  solides  se  louchenl  au 
moment  du  choc. 

Si  maintenant,  uiidliplianl  la  première  des  équations  (  i  ),  pa^c  '|Of 
ci-dessus,  par  cosa,  la  seconde  par  cos^,  la  troisième  par  cosy,  nous 
ajoutons  membres  à  membres  les  trois  équations  ainsi  préparées, 
nous  arrivons  à  la  l'elaliou 

(7)  M(U-U„)  =  rT         .m  |T_U„=^, 

el,  en  trailanl  de  même  les  ('-(piatious  ('>),  [)ag(^  io2,   nous  oblenons 

(Considérons  maiuleiianl  les  ('(pialions  (  'jV  [lagc  '(O'^.  Nous  pcnivons 
les  écrire 

Ara  im  I T^ 

et  si  ensuite,  multipliant  la  première  par  //,  la  deuxième  par  /,  la  Iroi- 
sièmi"  par  y,  nous  les  ajoutons   mcMulires  à  mendu'es,  nous  jiaiNcmins 


à  la  rolation 
en  posaiil 
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V  -V  -  — . 


h-         i-         j-  I 


/|o;V 


De  même,  en  posant 


-1 -4-    i^ —    =   , 

A'         IV        C         .m' 
nous  déduisons  de  la  considéralion  des  équations  (4  ).  i>ai;i'   '(O'-i, 

Or  l'équation  (()),  pat^c  /jo/i,  peut  s'écrire 

u-u„  +  v-v„  +  ij;,-uw;-V'=2(L-;  +  v;-r„-v„). 

On  on  couelul,  eu  tenant  compte  des  relations  (7).  (  8  ),  (()).  (10). 

2(u;  +  v;,-Uo- v„) 


U  -L„  = 


^  -  v„ 


'  I      I       I       I 

i(u;  +  v;-Un-Vo) 
,1      1       I       I 


(")  { 


u'-u:  = 


V  -V  = 


M       0\\.       M'       .-^i' 

_     (Uo+Vo-u;-v:,,) 
2(Uo  +  v„-u;,-v;) 


^^'^('M+ôlv  +  Ar  +  niv) 


2(u;+v;-L',-v,^ 

^  =  T — T^ T      nj' 

M  "*"  ;nT.  "^  M'  "^  mV 

Ces  relations  constituent  les  roiiuul.-s  l'ondami'ntales  de  la  tliéorie  des 
percussions. 
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111.  Form ulcs  donuanl  les  imriations  de  forces  vii-es  dans  le  choc. 
—  Dans  le  présent  travail  nous  aurons  surtout  à  nous  occuper  des  va- 
riations de  forces  vives.  Nous  allons,  en  conséquence,  indiquer  les  for- 
mules relatives  à  ces  variations  qui  se  déduisent  des  relations  ci-dessus. 

La  première  des  équations  ( i  ),  page  ^o\,  donne 


U  +  «„  =  2«u  + 


■I.  pai'  suite, 

(  )ii  iléduil  de  là 

j   M{u-  —  ul)  =  vn(2Uo  cosa 
On  obtient  de  même 

M(t.-'-  -  i-^)=  nï(^2i-„  cos|i 

(  12)  {    ^I  (  "•'  -  "'o  )  ="  ^  (2  (Vo  cos  Y 

A  («-  —  ni)  =  ïsl  -iii^  h 


m  cos-a  1 


i'ar  conséquent,  en  appelant  : 

W  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  solide  M  avant  le  ciioe. 

i„,  co„  le  moment  d'inertie  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  ce 

solide  par  rapport  à  son  axe  instantané  de  rotation  passant  par  son 

centre  de  gravité  à  Tinstant  c{ui  précède  le  choc, 
W,  I,  w  les  mêmes  quantités'à  Tinslant  qui  suit  le  choc, 

on  conclut,  par  addition,  membres  à  membres,  des  relations  (12)  ci- 
d(,-ssus, 

(13)  \ivv- -)- lo)^- - (Mw;;  +  Uco;;  )  =  ^ |^2('L„+ v„)4- gî(  ^^  ^- ^^  jj- 
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IV.  Sitiiplijiralionilrs  formules  précédentes.  —  Nous  avons  dil  en 
(•oinmoii(,-ant,  paj^e  /jon  ci-dessus,  que  lo  fluide  dont  nous  voulons  éludiei- 
Faction  due  aux  percussions  qu'il  exerce  sur  les  solides,  dans  l'espèce 
sur  le  solide  M,  était  pris  en  un  état  de  division  infinie.  Chacune  des 
particules  constitutives  de  ce  fluide  est,  dans  ces  conditions,  a.ssituili'-e 
à  un  point  nialérlel  de  masse  m  infiniment  petite;  or,  comme  un  poinl 
matériel,  étant  sans  dimensions,  peut  toujours  être  regardé  comme  la 
limite  d'une  sphère  homogène  infiniment  petite  de  même  masse  m, 

nous  ferons,  dans  les  formules  ci-dessus.  M'  =  m  et  -—,  =  o  (  la  (juan- 

lité  -— -,  étant  nulle  dans  le  cas  de  la  sphère  parce  que,  loutes  les  noi- 

uiales  de  celle-ci  venant  passer  par  son  centre,  les  quantités  A, /', /' 

sont  nulles). 

De  plus,  [)our  simplifier  l'écriture,  nous  conviendrons  de  désigne!' 
par  les  lettres  /„,  /  les  sommes  Uo  -I-  Vj,  U  -i-  V,  c'est-à-dire  les  com- 
posantes avant  et  après  le  choc  de  la  vitesse  totale  de  l'élément  chocjué 
de  la  surface  du  solide  mesurées  suivant  la  normale  extérieure  à  cri 
élément. 

D'autre  part,  nous  représenterons  toujours  par  X  la  grandeur  abso- 
lue mesurée  à  un  instant  quelconque  de  la  vitesse  de  l'un  quelconcpu' 
des  points  m  et  par  o  l'angle  que  la  direction  de  cette  vitesse  fait  avec 
la  normale  extérieure  en  un  élément  quelconque  de  la  surface  du  so- 
lide M. 

Enfin  nous  désignerons  [)ar  le  symbole  t?  la  variation  totale 

M\v^+  ioj=-(MW-;  +  i„(o;;) 

de  la  force  vive  du  solide  M  sous  l'eflet  de  la  percussion  produite  par 
sa  rencontre  avec  l'un  quelconque  des  points  tn. 

Avec  ces  notations  les  formules  ci-dessus  se  présentent  sons  un 
aspect  plus  simple.  C'est  ainsi  que  la  valeur  de  ro,  donnée  i)age  jo"! 
ci-dessus,  s'écrit 

2  (  X„  cos !o„  —  /„  )         '.}  m  (  X„  cos  t5„  —  /„ ) 
III  m        m 
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OU.  (Ml  rllaçaiil  les  indices,  ce  qui  esl  sans  inconvénient  si  l'on  c(invi(Mit 
([ue  dans  toutes  les  relations  subséquentes  les  vitesses  mises  au  second 
membre  désignent  des  vitesses  mesurées  à  Tinstant  qui  précède  cha- 
cun des  divers  chocs  considérés, 


Avec  les  mêmes  notations  et  conventions,  la  formule  (i  3),  page  ![o(\ 
ci-dessus,  s'écrit 


ait 


\.  Pi-opriélés  fondamentales  dujluide  considéré  dans  cette  pre- 
mière élude.  —  Dans  cette  première  étude,  nous  supposerons  que  les 
points  m  consécutifs  du  fluide  considéré  sont  complètement  indépen- 
dants les  uns  des  autres  et  cju'il  n'y  a  non  plus  aucune  force  à  action 
continue  s'exerçant  entre  le  solide  M  et  lesdits  points  w,  de  sorte  (pie 
les  seules  forces  intervenant  dans  le  mouvement  du  svslème  sont  les 
forces  de  percussion  qui  se  produisent  par  le  fait  des  rencontres  du  so- 
lide M  et  des  points  m. 

Le  cas  ainsi  défini  est  purement  théorique  et  il  n'y  a  vraiseinl)lable- 
ment  dans  la  nature  aucun  fluide  qu'on  puisse  assimiler  à  un  ensemble 
de  points  matériels  sans  actions  mutuelles.  Mais  ce  cas  n'en  est  pas  moins 
utile  à  considérer  tout  d'abord  à  cause  de  sa  simplicité  relative  qui 
perniet  de  dégrossir  aisément  les  phénomènes  et  d'en  dégager  les  lois. 
Il  restera,  pour  étendre  ces  lois  au  cas  d'un  fluide  à  actions  internes 
continues,  à  faire  un  travail  de  généralisation  qui  sera  l'objet  d'une 
étude  ultérieure. 

Le  fluide  à  points  indépendants  dont  nous  allons  rechercher  les 
effets  jouit,  lorsqu'il  est  à  l'état  libre,  de  deux  propriétés  fondamen- 
tales qui  sont  une  conséquence  de  ce  que  la  distribution  des  masses  m 
constitutives  du  fluide  et  celle  des  vitesses  de  ces  masses,  étant  uni- 
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qucmoiU  régies  par  le  liasarcl,  doivciU  satisfaire  à  la  loi  ries  grande 
nombres  : 

i"  Le  nombre  ax,  des  poinLs  w  animés  d'une  niènic  valeur  de  vilesse  A 
contenus  dans  un  espace  (E)  limité  de  ce  fluide  est  d'autant  plus  près 
d'être  constant  à  tout  instant  et  en  toute  région  du  lluide,  (pielles  que 
soient  la  forme  et  la  position  de  l'espace  (E),  que  cet  espace  et  pai- 
suite  le  nombre  3Ti  sont  plus  grands; 

2°  Les  vitesses  des  SZ,  points  m  animés  de  la  même  valeur  de  vitesse  À 
contenus  dans  l'espace  quelconque  (E)  sont  d'autant  plus  près  d'être 
également  réparties  suivant  toutes  les  directions  possibles  (pie  l'espace 
(  E)  et  le  nombre  5î,  sont  plus  grands. 

Cette  seconde  propriété  s'exprime  algébriquement,  comme  ou  sait, 
en  disant  que,  parmi  les  OL  vitesses  A  contenues  dans  l'espace  (Ej,  le 
nombre  de  vitesses,  dont  la  direction  fait  avec  une  droite  déterminée 
quelconque  un  angle  compris  entre  la  valeur  quelconque  o  et  la  va- 
leur infiniment  voisine  o  +  (h,  est  d'autant  plus  près  d'être  égal  à 

Jh  sino  do  ,,  ,  r-"  -1  1  1 

■ — -  que  1  espace  (L)  et  par  suite  le  nombre  JG  sont  plus  grands. 

Cela  posé,  considérons  un  plan  (I*)  indéfini  se  transportant  paral- 
lèlement à  lui-même  avec  une  vitesse  constante  dont  nous  appellerons 
lia.  composante  suivant  la  normale  à  ce  plan.  Proposons-nous  de  trou- 
ver le  nombre  de  points  m  du  lluitle  cjui.  dans  lintervalle  de  temps  df, 
viendront  rencontrer  l'une  des  faces  du  plan  (P)  à  l'intérieur  dune 
aire  infiniment  grande  ù  tracée  sur  cette  face  du  plan  avec  une  vi- 
tesse X  faisant  avec  la  normale  audit  plan  un  angle  compris  entre  a. 
et  ©  -I-  dzi.  La  normale,  dont  nous  nous  servons  en  l'espèce,  est  celle 
qui  est  située  du  même  côté  du  plan  (P)  que  l'aire  iî. 

Prenons  un  point  m  quelconcjue  dans  le  fluide,  ce  point  étant,  bien 
entendu,  placé  du  même  côté  du  plan(P)  que  laire  Q.  Si  Ion  appelle 
0  la  distance  du  point  en  question  au  plan  (P)  mesurée  au  commence- 
ment de  l'instant  dt,  cette  distance,  à  la  fin  du  même  instant  dt,  sera 
devenue 

0  -h(Acosç/  —  /)d/, 

A  étant,  comme  toujours,  la  vitesse  du  point  r/i  et  o  l'angle  de  cette  vi- 
tesse avec  la  normale  au  plan. 

Journ.  de  lUatli.  (/)'  série),  tome  VII.  —  l'asr.  IV.  1891.  •''J 
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Pour  que  k-  [)oiul/;i  soit  silué  à  la  Un  de  rinstanU//  dans  le  plan  (V), 
il  l'aul  ([u'à  la  fin  de  eet  instauL  sa  dislance  au  plan  soil  devenue  mille 
et  (|uc  Ion  ait,  par  conséquent, 

0  4-  (  A  ces  G  —  l)dl  —  o. 

De  là  résulte  é\  ideniinent  que  tous  les  points  ni  qui,  étant  auiinés 
de  la  vitesse  X  faisant  Tangle  o  avec  la  normale  au  plan  (P),  se  trou- 
vent au  commencement  de  l'instant  dl  à  une  dislance  du  plan  (  P  ) 
moindre  que  (/  — )^coso)  dt  et  du  même  côte  du  plan  que  Taire  12 
viendront,  pendant  riuslant  f//,  percer  la  face  du  plan  sur  laquelle  est 
tracée  l'aire  ii.  Par  suite,  pour  reconnaître  quels  sont  ceux  de  ces 
points  qui  viennent  rencontrer  le  plan  (P)  dans  rintérieur  de  Taire  ii, 
il  suffit  de  considérer  le  cylindre  droit  ayant  pour  base  Taire  ù  et  une 
hauteur  égale  à  (/  —  Xcoso)r//;  les  points  qui,  animés  de  la  vitesse  k 
faisant  l'angle  ç  avec  la  normale  au  plan  (P),  sont  situés  à  Tinlérieur 
de  ce  cylindre  au  commencement  de  Tinstant  dl  sont  les  points  clier- 
rhés. 

Si  Ton  désigne  });u'  N  le  nombre  de  points  ///  animés  de  la  vitesse  A 
compris  dans  Tunit(''  de  volume  du  fluide,  le  nombre  de  ces  points  m 
enfermés  au  commencement  de  Tinstant  dl  à  Tinlérieur  du  cylindre 
qui  vient  d'être  défini  et  faisant  avec  la  normale  au  plan  un  angle  coni- 
pi'is  entre  les  valeurs  infiniment  voisines  Ç/.  z.  +  </o  sera  représenté  par 
l'expression 

(i6)  :NQ(7- Acoso)r//x  ^^^^, 

avec  une  approximation  d'autant  plus  giandc  (jue  cette  expression 
(  qui,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  croit  pro[)orlionnellement  à  Taire 
infinie  Q)  sera  elle-même  pins  grande. 

L'expression  (lO)  ainsi  oi)tenue  désigne  un  nombre;  elle  doit  donc 
être  positive,  ce  qui  exige  (jue  la  somme  /  —  Acos:p  soit  plus  grande 
que  zéro  et,  par  suite,  A  étant  essenliellemeut  positif,  (juc  l'angle  o  soit 
compris  entre  un  minimurii  o,  défini  par  la  relalion 

(•:.)  t'oscp.^.- 

el  la  valenr  t:. 
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(  loinmo  nous  roxpliquorons,  pa!;e  .'i  1 9  ci-api'ôs,  los  valeurs  de  A  que 
nous  aurons  à  considérer  seronl  toujours  infininienl  taraudes  par  rap- 

|iorl  aux  /.  Aussi,  le  ra[i[)(irl  -  l'Iaul  toujours  plus  petit  (pic  ruiiilé,  les 

valeurs  de  o,  doniu-es  par  la  relation  (l'j)  seront  toujours  n'-elles. 

\l.  Calcul  du  uouihi-c  iclalif  de  i-cncoiili-cs  rp/vui'rrs  par  un 
l'h'iiirnt  quelconque  de  la  .surface  du  solide.  —  Considérons  main- 
tenant le  solide  M  en  état  de  moyen  mouvement  permanent  au  sein 
du  fluide  constitué  par  les  points  m  et  suivons  par  la  pensée  dans  la 
niarciie  indélinie  des  temps  un  même  élément  quelconque  d'y  de  la 
surface  limitative  du  solide.  Ce  solide  étaiit  en  état  de  moyen  mouve- 
ment permanent,  il  est  évident  cjue  les  diverses  valeurs  de  vitesses  que 
possédera  aux  divers  instants  successifs  cet  élément  di  se  reprodui- 
ront tontes  indéfiniment,  non  pas  nécessairement  dans  le  même  ordre 
de  succession,  mais  de  telle  façon  que  si,  dans  une  période  de  temps 
très  longue  T,  on  détermine  ceux  des  instants  f/f  pour  les([uels  ledit 
él('-ment  ch  a  une  composauli'  normale  de  vitesse  égale  à  une  certaine 

\aleur  c{uelconque  /,  la  somun;    >  dl  de  ces  instants,  comprise  dans  T, 

peut  être  rendue  aussi  grande  qu'où  le  veut,  à  condition  de  prendre  T 
suffisamment  g;rand,  rpielle  que  soit  d'ailleurs  l'origine  des  temps  à 
partir  de  laquelle  on  compte  T. 

Or,  pendant  l'un  quelconque  des  dt  ainsi  définis,  l'élément  c/cr  peut, 
au  point  de  vue  de  ses  probabilités  de  rencontres  avec  les  points  /«  du 
fluide  (celui-ci  étant  pour  un  instant  considéré  comme  inaltéré  par  la 
présence  du  solide  M),  être  assimilé  à  l'un  quelconque  des  éléments 
de  l'aire  Q  de  l'expression  (iG)  ci-dessus,  en  sorte  que  la  probabilité 
de  sa  rencontre  [)endant  l'instant  dt  avec  l'un  quelconque  des 

-..„,-,  ,      ,.  siii  -i  f/'i 

(r())  ^0( /— AeosoV// X — ■- 


points  m  compris  dans  cette  expression  est  —  • 

Par  suite,  en  vertu  de  la  loi  des  grands  nombres,  cette  fraction  — 
mesure  la   proportion  relative  du  noinI)ri'  de  rencontres  (pi'éprouve 
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rélénionl  ch  pendant  rinlcrvallo  do  lonips  livs  lon<^  V  dt  sur  le  nombre 
total 

NO(/-Acoso)^'^x2;^^ 

de  rencontres  auquel  serait  souiniso  Faire  il  pendant  ce  même  inter- 
valle V  ,//. 

Le  nonilire  des  renconlri:'s  i^prouM'es  par  l'élément  ch  peut  donc 
être  pris  égal  à 

A  i2(  /  —  A  coso  ) ■■ — •-  X  —  X    >  ^^ 

f       =  -'^t(l  —  A  cos  z. )  sin  o  ch  X  da 

(en  posant  \,  ^i'' =  '),  cl  cela  avec  une  approximalion  dautanl  plus 

grande  (jiie  l'espace  de  temps  indéfini  /  est  lui-même  plus  grand. 

Toutefois,  ce  raisonnement  suppose,  ainsi  que  nous  l'avons  stipulé 
ci-dessus,  que  la  constitution  du  iluidc  n'est  pas  altérée  par  la  présence 
du  solide  M.  Il  reste  donc  à  montrer  qu'il  est  légitime  de  regarder  ce 
fluide  comme  inaltéré  :  or  ceci  résulte  pour  la  présente  étude  de  la  con- 
dition, posée  page  4o8  ci-dessus,  que  les  points  i)i  constitutifs  du  fluide 
ne  sont  soumis  h  aucune  force  d'action  continue  ;  car  alors  les  points  m 
ne  rencontrent  le  solide  M  chacun  ([uune  seule  fois;  ils  arrivent  de 
l'infini,  se  mouvant  uniformément  en  ligne  droite  chacun  avec  la  vi- 
tesse \  qui  lui  est  propre,  rebondissent  sur  le  solide  iNI  et  repartent 
ensuite  en  s'éloignant  de  ce  solide  pour  ne  plus  le  revoir  jamais.  Les 
points  ///  qui,  marchant  vers  le  solide  M,  ne  l'ont  pas  encore  rencontré 
sont  donc  evactement  dans  les  mêmes  conditions  que  si  ce  solide  n'exis- 
tait pas,  puisque  rien  n'est  encore  venu  altérer  leur  distribution  dans 
l'espace,  ni  leurs  vitesses. 

Il  convient  d'ajouter  que,*pour  que  les  considérations  ici  présentées 
soient  exactes,  il  faut  que  le  solide  ÏM  soit  convexe;  un  solide  concave 
serait,  en  elTet,  exposé  h  être  rencontré  plusieurs  fois  par  un  même 
point /«.  Il  est  néces.saire  aussi  que  le  solide  M  n'éprouve  pas  brusque- 
ment de  grandes  variations  de  vitesses;  autiement  il  pourra't  rejoindre 
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los  points  1)1  qui  s'éloignent  de  lui  cl  les  heurter  à  nouveau;  celte  der- 
nière condition  est  toujours  remplie  dans  la  présente  théorie,  parce 
que,  comme  il  a  déjà  été  annoncé,  page  l\i  i  ci-dessus,  les  vitesses  Xdcs 
points  m  doivent  être  inlînimenl  grandes  par  rapport  aux  vitesses  /  du 
solide;  or,  comme  les  grandeurs  des  vitesses  ~K  ne  sont  altérées  quin- 
(inimcnlpeupar  les  rencontres  des  points  m  et  du  solide  M,  ces  vitesses 
restent,  après  ces  rencontres,  infmiment  grandes  par  rapport  aux 
vitesses  du  solide  qui,  par  suite,  ne  peut  arriver  à  rallra])er  les 
points  m  s'éloignant  de  lui. 

\II.  Foriitulcs  :  ^,  >  \')  =  o,  j  Ich  =^  o.  —  .Nous  allons  mainte- 
nant établir  deux  formules  qui  nous  seront  utiles  ci-après. 

La  première  est  relative  à  l'étal  de  moven  mouvement  permaiuMil 
dans  lequel  se  trouve  le  solide  M.  Nous  avons  dit,  page  /(oo  ci-dessus. 
que  cet  état  est  caractérisé  par  ce  fait  que  la  valeur  moyenne  du  carré 
de  la  vitesse  de  l'une  quelconque  des  parties  du  solide  M,  et,  ])ar  suite. 
au.ssi  la  valeur  moyenne 

delà  force  vive  totale  du  solide,  calculées  pendant  l'espace  de  Icuqis'I  . 
tendent  pour  T  ^  co  vers  une  limite  finie  et  bien  déterminée,  indé- 
pendante de  l'époque  à  partir  de  laipaelle  on  commence  à  compter  ce 
temps  T.  La  formule  que  nous  avons  ici  en  vue  sert  précisément  à 
l'évaluation  de  cette  moyenne  de  la  force  vive  totale,  moyenne  dont  la 
détermination  est  le  principal  but  de  nos  recherches. 

Si  l'on  considère  les  valeurs  de  la  force  vive  totale  du  solide  M 

(M\\'-^\m-)„  (M\V-  +  1(o=),. 

à  deux  époques  quelcon(pies  séparées  par  un  intervalle  de  leuqjs  'l"  in- 
fmiment grand,  la  dill'érence 

(  M\\^+  lo^V)r-  (MW-  +  lw=)„ 

de  CCS  deux  vahnirs  est  fmie.  puisque  chacune  de  ces  valeurs  est   elle- 
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iiiriHo  ('■vidcminenl  une  quantité'  liiiic.  Le  quotient 

(  MW^  -h  I  co  )t  —  (  An\'-  +  1  <o^  )„ 


(iH) 


T 


tend  par  consé({uent  vers  zéro  pour  T  :=  îc. 

^lais,  pendant  l'intervalle  deT,  le  solide  M  éprouve  par  l'effet  de  ses 
reneoutres  avec  les  points  m  un  nombre  très  grand  de  percussions, 
uonilire  (|ui  devient  inlini  pour  T  =  3c;  et,  si  l'on  représente  par 

(M\\-+\co-),,     (M\\-^\lo,), (M^Y--f-lco-),, 

les  valeurs  de  la  force  vive  totale  de  ce  solide  après  la  première,  la 
seconde.  .  .  .,  l'avant-dernièrc  de  ses  rencontres,  ou  peut  écrire  identi- 
(picinciit 

(  M W=  -+- 1  co-  )r  -  ( MW  -1-  l  w- )„ 

(19)    ;  

_(MW-  +  Ito-),  +  (MW=+  [w=),  — (MW-  +  IW-), 
'  +(MW=  +  Ico=),-(MW^+Ico=;)„, 

la  force  vive  totale  du  solide  restant  d'ailleurs  constanie  entre  deux 
rencontres  consécutives  puisque  ce  solide  n'est  soumis  à  aucune  force 
autre  que  les  percussions. 

Mais  les  diverses  différences  de  la  forme 

({ui  composent  le  second  membre  de  ridcnlité  (19),  ne  sont  autre  chose 
que  les  variations  de  force  vive  ducs  aux  percussions  que  nous  avons 
ap|iel('es  ■<?,  pages  407  et  408  ci-dessus.  Le  second  membre  de  cette  idcn- 

tit(''  est  donc  égal  à  la  somme  'S-ç  des  variations  de  forces  vives  dues 

aux  percussions  éprouvées  j\ar  le  solide  M  pendant  l'intervalle  de 
temps  T.  De  là  résulte  qu'en  rapprochant  la  relation  (19)  et  l'expres- 
sion (18)  on  arrive  à  la  formule 

(20)  î2i'^  =  "'         I>ourT  =  3c. 
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(|iii  csl  la  prciiiKTi!  de  celles  (nie  nous«v^oiilions  établir,  et  dont  nous 
verrons  Tcmploi  ci-aj)rès. 

La  seconde  des  formules  que  nous  avons  en  vue  est  relative  à  une 
propriété  générale  du  mouvement  des  solides  invariables. 

Pour  y  arriver,  considérons  d'abord  une  surface  fermée  quelconque 
se  déplaçant  d'une  façon  quelconque  en  se  déformant  ou  non.  Si,  pre- 
nant deux  positions  cpielconques  infuiiment  voisines  (S)  et  (S,)  de 
cette  surface,  on  appelle  .y  le  se<îment  de  la  normale  à  l'élément  (juel- 
conque  (kûo(S)  compris  entre  (S)  et  (S,),  l'inlé^iraie 

I  -s  X  (h 

étendue  à  tous  les  éléments  iIg  do  (S)  représente  la  dirtérence  des  vo- 
lumes enfermés  respectivement  à  l'intérieur  des  surfaces  (S,)  et  (S), 
la  longueurs  étant,  bien  entendu,  prise  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — 
suivant  qu'elle  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  (S). 

On  en  conclut  que,  lorsque  le  volume  enfermé  à  l'intérieur  de  (S) 
est  constant,  ce  qui  arrive  notanniient  quand  (S)  est  la  surface  limita- 
tive d'un  solide  invariable,  l'intégrale     s  yc  di  est  nulle. 

Mais,  si  l'on  appelle  /  la  composante  de  la  vitesse  du  déplacement  de 
l'élément  quelconque  (h  de  (S)  mesurée  suivant  la  normale  extérieure 
à  cet  élément  et  cil  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  ipie  (S)  met 
à  passer  en  (^S,),  on  a 

.y  =  /  X  (II. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  du  iuouxenieiit  d'un  solide  iusariable, 
on  peut  écrire 

/  /  X  (Il  X  (h  =  o, 

ou,  eu  suppi'inianl  le  facteur  ((/  counuun  à  tous  les  termes  de  celte  in- 
tégrale, facteur  (|ui  n'est  pas  nul. 


(..,  fl'h  = 
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C'est  la  seconde  des  formul(*fe  cherchées.  Il  est  possible  d'en  déduire 
six  autres  qu'il  faut  aussi  connaître. 

On  a,  d'après  les  définitions  des  pages  4o3  et  407  ci-dessus, 

(  22  )      /  =  L  +  V  =  u  cosa  -\-  f  cosp  +  w  cosy  +  lin  -+-  ip  +  jq 

et,  par  suite, 

/  Idi  =  u  1  cosa  da  -h  V     cos^  da  -h-  U'  /  cosy  (h 
+  n  I  h  da  +  )-  /  /  r/c7  4-  </  /  y  d'y  : 

et,  comme  la  relation  (21)  est  exacte,  quel  que  soil  le  mouvement  im- 
primé au  soHde  M,  on  conclut  de  là 

1     /cosac/G-=o.  /  cos[3  ^/!>  =  f),  I  cosy  d(j  ^  o, 

( 23  )     '  '  -  -, 

[  /  h  di  =:  o,  l  idi  ^=  o,  i  j  (/a  =  o. 

VIII.  Sommation  en  ç.  —  Prenons  à  présent  la  formule  (20), 
page  4 14  ci-dessus,  et  cherchons  à  l'appliquer  au  mouvement  du  so- 
lide M  en  nous  servant  pour  calculer  Vx?  de  l'expression  (17),  page  4 12. 

Chacune  des  percussions  comprise  dans  l'expression  (17)  produira 
un  <?  dontla  valeur  est  donnée  par  la  formule  (i5),  page  4o8  ci-dessus. 
L'ensemble  de  ces  percussions  déterminera,  par  suite,  une  somme  de-c;) 
égale  à 

j   /(/«(Àcosa — /)  r,         ,  m  ni    \      Àoos'i — /    "1 


['•'• 


iTl  '  m         ni 

M   '   ;)|L    L  '  "*"  M  '^  ;>n: . 

(  2 '1  )  ''  X  !  N /  (  /  —  A  coso  rsin o  do  X  d^ 

f      = ^^ ' /  /  H • ' \  \l^inodz,  X  f/ff, 

m  l  u.  //i        '  ■       ■ 

'  H \  I  H 
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i"ii  posant 


i'oui'  avoir  la  soiiiini-  de  Ions  les  X>  (lurproiivo  poiidatil  Ir  l('iii|>s  '1' 
le  solide  M  sons  redel  des  jiei'cussioiis  dues  aux  poiiils  ///  (pi"il  ren- 
contre, il  faut  intégrer  lexpression  (2.'|  )  ainsi  fonm'-e  par  rapport  aii\ 
do,  aii\  i/'7,  puis  ajouter  enseudjlc  les  résultats  olileuus  coricsiioudaiil 
à  chacune  des  diverses  valeurs  possibles  de  X  et  de  /. 

Occupons-nous  d'abord  de  lintegration  eu  z>. 

.\ous  avons  vu,  page  410  ci-dessus,  que  l'angle  z,  ilevail  être  (•oni|)ris 
entre  un  minimum  o,  donné  par  la  relation 

(17  )  cosç.,  =  .- 

l't  T.. 

(  )r  on  a 

I     (/.coso  —  l)- mnzi  t/z,  =  —  \  ^, 

.'-  '  '      '  I  •'''■  I 

/     (  A  COSÇ.  —  /)'  smo  (h  =  —  \  /-. 

Kn  tenant  compte  de  ces  deux  résultats,  la  sommation  en  z,  doni 
une  priMnière  somme  de  \>  rpie  nous  repri'siniterous  par  li^  s\Ti)bo 

y  t?  et  dont  To pression  est 


= 

il-^lY 
3/. 

(>.-+-/)' 

(2,))  y,'^'  =   ^      


•  1,,/,. 


1\.  SoiniiKition  en  A.  en  t  cl  rii  (h.  —  Pour  conliniier,  nous  pn'-- 
senterons  une  remar(pie  importante  à  laquelle  nous  avons  déjà  fait 
allusion,  pages  \i  i  et  'ii3  ci-dessus.  (Test  qu'il  est  impossible  (pie  l'élal 
de  moven  mouvement  permanent  du  solide  M  se  réalise  si  les  \itessrs 
des  dilléreutes  parties  de  ce  solide  ne  sont  pas  infiniment  petites  [)ar 
rapport  aux  vitesses  "A  des  différents  points  m  du  fluide. 

you/7i.  f/f  .I/a/A.  ;  4*  série),  tome  vil.— l'iisf.  IV,  1S91.  M 
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Supposons,  on  eJTet,  que  les  vitesses  /  el  \  soient  du  niènie  ordre  de 

i^randeur.  Alors  les  rapports^»  —étant  infiniment  petits,  pniscpie, 

pa^e  4oo  ci-dessus,  les  masses  m  sont  infiniment  petites,  la  formule 
(i5\  page  /|o8,  peut  s'écrire  simplement 

(ij  bis)     ■ç  =  imCk  C0S9  —  1)1  =  ^rnl  coss  x  /  —  4"'/^- 

Admellons  maintenant  pour  un  instant  (jue  (ce  (|ui  arriverait  si  le 
solide  M  était  immobile)  le  nombre  de  points  /n,  qui  viennent  rencon- 
trer, pendant  l'espace  de  temps  quelconque  /,  les  divers  éléments  da  de 
la  surface  du  solide  avec  la  composante  de  vitesse  X  coscp,  soit  à  égalité 
d'aire  des  ch  le  même  pour  tous;  autrement  dit,  prenons  pour  repré- 
senter ce  nombre,  une  expression  de  la  forme  ïll ch,  H  étant  un  coef- 
iicient  positif  dépendant  de  X  et  de  o,  mais  ayant  même  valeur  pour 

tous  les  f/cj  de  la  surface  du  solide.  Alors  la  somme  V  V)  des  variations 

de  force  vive  produites  sur  le  solide  par  l'ensemble  des  cliocs  surv(!nns 
pendant  le  temps  i  avec  la  composante  de  vitesse X  coscp  s'obtiendra  eu 
faisant  l'intégration  eu  r/crpour  toute  l'étendue  <le  la  surface  du  solide 
de  l'expression 

1  ml  cos ç-  X  /  X  H / r/c7  —  4 "'  /"  X  II/  (h, 
c'(^st-à-dire  (pie  Ton  aiu'a 

V-v;'  =  l/H.  XCOS9  xlit  i  Idn—  \ni  \\t  i  l-(h. 

Va  comme,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  formule  (21), 
page  4'  ^  ou  a,  à  tout  instant  du  niicjuvciuent  du  solide, 

1!  vieudra  sinqilement 

(2G)  ^■<>  =  -  \m\\t  i'l-,h. 
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Par  consénucnt,  avec  les  liypotliosos  iri  faites,  Vy;  serait  conslani- 
inenl  né<ialif. 

Mais  de  ce  (|ii("  le  solide  M  est  en  iiioiiveiiieiil  il  r<''siille  que  les  i'-i(''- 
ineiils  <h  pour  lesquels  /  esl  positif,  c'est-à-dire  ceux  qui  progressent 
dans  le  lluide,  nuuchenl  vers  les  points  m,  et  que  par  suite  les  ren- 
contres é[)rouvt'es  par  ces  ch  sont  plus  nombreuses  qu'elles  ne  le  se- 
raient dans  IVtat  d'ininiohililé  du  solide  et  au  contraire  que  les  ch 
pour  lesquels  Zcst  négatif,  fuyani  de\ant  les  points  ///,  sont  exposés  à 
moins  de  rencontres  que  dans  l'état  dinimohilité. 

Par  ailleurs,  comme  il  est  nécessaire,  pour  qu'une  rencontre  se  pro- 
duise entre  un  (/t  et  un  point  w,  que  la  composante  normale  de  la 
vitesse  relative  du  point  m  par  rapj)ort  au  ch  tende  à  rapprocher  ce- 
point  du  ch,  autrement  dit  que  l'expression  Xcoso  —  /  soit  négative,  la 
relation  (i5  bis),  page  l\i'è  ci-dessus,  montre  que  V  est  négatif  quand  / 
est  positif,  positif  quand  /  est  négatif. 

L'état  de  mouvement  du  solide  INI  a  donc  pour  efTet  d'accroître  le 
nombre  des  percussions  qui  lui  enlèvent  de  la  force  vive,  de  diminuer 

le  nombre  de  celles  qui  lui  en  apportent,  et,  par  suite,   le    ^  V  qui, 

donné  par  la  formule  (26)  de  la  page  précédente,  est  toujours  négatif 
pour  riiypothèse  de  la  page  4i^  dans  laquelle  est  établie  celte  formule, 
serait,  a  fortiori,  toujours  négatif  si,  à  ladite  formule  (2G),  on  substi- 
tuait une  formule  tenant  compte  du  nombre  exact  des  percussions 
éprouvées  par  chacun  des  divers  da. 

Par  conséquent,  lorsque  les  7^  et  les  /  sont  du  même  ordre  de  gran- 
deur, la  force  vive  totale  du  solide  INI  tend  constamment  à  dimiimer  <'t 
la  réalisation  de  l'état  de  moyen  mouvement  permanent  est  pai'  suite 
impossible. 

La  conclusion  serait  la  même  si  les  /  étaient  infiniment  grands  par 
ra[)port  aux  A. 

11  faut  donc  cpie.  pour  rechercher  les  conditions  de  r<''tat  de  moyeu 
mouveuïent  permanent  du  solide  M,  on  regarde  les  /  comme  étant  in- 
finiment petits  par  rapport  aux  X. 

Si  alors,  prenant  la  fornude  (iî5),  page  'j  17  ci-dessus,  on  en  développe 
le  second  membre  suivant  les  puissances  décroissantes  de  A,  on  ob- 
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lion! 

/  m  À'  \ 

jimk  m  13  "il 


l'ii  laissant  (I(^  côto  dos  li-rnios  infiniiiKMU  piUits  par  rapport  à  ceux  que 
l'on  ocrit. 

On  pout  encore,  on  nogligoanl  devant  l'unilê  le  rapport  infininionl 

[letil  '—,  donner  au  Vy)  la  forme  plus  simple 

(2")  bi.s)  Vv  =  —  2mN  (  ~  -h  /*A ',  )  (d'y. 

I 

Formanl   maintenant  l'expression   (  «o  bi.s)  pour  chacune  des  di- 
verses valeurs  de  X  existant  dans  le  fluide  et  ajoutant  ensemble  tous 

les  V-»;)  ainsi  constitues,  on  obtient,  pour  chaque  élément  rfcr,  pendant 

la  durée  /  du  temps  pour  laquelle  il  {)OSsède  la  vitesse  /,  une  somme  de 

variations  (pn'  nous  a])[)ollorons^\'^, 

(■i[V)    V  ^;,  ._.  (  _  l  le^^m'/r  -  9.1- (^  \mA  ^  :^^^  \ w=  aM  rh. 

Écrivant  alors  l'expression  (2G)  pour  un  même  </crpour  chacune  des 
valeurs  de  /  ]>ar  loscjucUes  passe  ce  (h  pendant  la  période  de  tem])S 

iiiliniiiK-nl   i;iand(>  T,    ajoutant  ensemble  tous  les^î^v''  iii"''!    formés, 

rc:uar(piant,  [lar  ailleurs,  que,  si  Ton  appelle  /,,  1.,  I,,  ■  ■■  cesdiverses 
\alours  do  /  et  /,,  (.,,  Z^,  . . .  les  espaces  de  temps  conqiris  dans  T  pen- 
daul  l<'s<iuels  1/7  possède  les  différents  /  en  (juestion,  ou  a 

<•  0 
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on  arrive,  pour  r('nseml)lc  des  variations  dn  force  vive  dues  aux  |)er- 
cussions  éprouvées  par  Télénient  <li  pendant  le  temps  T,  à  la  souiuie 

(  2-  )    y  \''  =  (  -  ^   Cl  dt  X  V  N  m\-  -  2  r  l-"  dt  X  y  N  m  A  +  -  V  \  m^  ')}  \  d^. 

11  ne  reste  |)his,  pour  trouver  le  total  des  ■*;' épi'ouvés  par  le  solide  \l 

pendant  le  leui|)s  T,  (pi"à  ajouter  enscndjle  tous  lesV ■<'  eorii^spoiidaiil 

s 
à  lous  les  di  qui  composent  la  surface  extérieure  du  solide  M. 

Avant  de  faire  celte  sommation,  remarquons  r[ue  Ton  ])eul,  eu  inlci- 
verlissant  Tordre  des  inlé};ratioiis,  écrire 

j\h('  idl=.  f\/(  fhh, 

ol  que,  par  suite,  comme  d'après  la  relation  (21  ),  page  '|i5  ei-dessus, 
on  a,  à  tout  instant, 

I  Idi  =  o. 

le  premier  terme  du  second  niemhre  de  la  sommation  dont  il  sairil 
sera  nul. 

Tenant  compte  de  cette  observation,  on  arrive  à  l'expression 

V^p  =  _  2  j\h  /"'/-•  df  X  V  S  ml  +  ^-  2  ^"'"' '^'' 

S   désignant  la  surface  totale  du  solide  M  et  a,  une  eonslaiilr  (i<'rniii' 

,, ,      ..   ,   r  <li        S 
iiar  1  eiralite  /   —  =1  —  • 

Va  celle  ex[)ression  deVi;)^  portée  dans  le  |)i(MiiiiM'   memhre  de  la 
relation 

(20)  l^  S^-<'  =  o 
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(lomii'  r(''(niarKin  . 

(  28)  -  ;i   l\h  f   r-  dl  X  y  NwA  ^  —  2^  \iirV  =  (., 

(|iii  i-\|iriiiii'  une  (les  lois  du  mouveineiil  du  solide  M. 

\.  Inlcrpjélation  du  résultai  ohlciiu  pour  li'  cas  où  te  solide  M 
csl  une  sphère  homogène.  —  Pour  interpréter  le  résultat  ainsi  obtenu, 
evaniinons  d'abord  le  cas  simple  où  le  solide  iNI  serait  une  sphère  ho- 
luoi^ène. 

Dans  toute  sphère  homogène,  on  a,  comme  nous  l'avons  déjà 
remarcpié,  page  407  ci-dessus, 

i  =  °'     , 

par  suile,  ^  se  réduit  à  rr-  Par  ailleurs,  la  formule  (22),  page  /(id  ci- 
di'ssus,  s'(''erit  simplement 

(  22  bis)  /  =  u  cosa  -t-  fcos[i  -f-  a-cosy, 

el  Ton  a  alors 

.1  .r  .  .r 

j  d'y  I     i-dl=i     dljl-di=^j     ^// /  (//cosa-f-rcos[i-hivcosY)^^/7 

I   u-  I  cos^  a  (h  -+-  c-  /  cos^  [^  (h 

,.T         ] 

=  /     f/(  \      H-  w-  /  coS'-yd'J  -h  2i\v  I  cosjB  cosy/fa 

f      +  2  «(»'  /  cos  a  cos  Y  d'y  -h  2  «v  /  cos  a  cos  ^  d'y. 

(  )r  on  a  pour  la   sphère 

/  co^'-otd'j  =  /  cos-  '^  d'y  =  j  cos-y  d'y  =  -51 
/  cos  ^  cos  Y  d'y  =  I  cosa  cosy  <f  t  —  /  cosa  cos  j5  r/^  =  o. 
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l'ar  suite, 

f(h  f   l-  dl  =  5   ^"   (  ,/=  +  1=  -+-  u-^)  dl=\   f\\^  dL 

<i   (liiiis    ces  condilioiis,   réquatiou   (2iS)   de  la  |)agc  précédente   i\r- 
vient 

on  en  cnnchil  la  fornude 

La  fraction  qui  compose  le  second  nicnijjre  de  cette  foi  innl<^  ne  con- 
tient que  des  termes  dépendant  exclusivement  de  la  consliliilion  du 
Huide.  On  arrive  donc  à  ce  tliéorènie  : 

La  valeur  moyenne  de  Ici  force  vive  du  inou\cnH'nl  de  Irausla- 
lion  d'une  sphère  honwi^ène  en  clat  de  moyen  niomemenl perma- 
nent au  sein  d'un  fluide  à  points  indépendants,  infiniment  divisé, 
est  égale,  quels  que  soient  le  rayon  et  la  masse  de  la  splièie,  à  une 
quantité  qui  ne  dépend  que  de  la  constitution  du  fluide. 

(^uant  à  la  force  vive  do  rotation  de  la  sphère,  elle  ])eut  être  en 
l'cs[)èce  quelconque;  les  quantités  A,  i,  j  étant  nulles  (p.  407  ci- 
dessus)  pour  toute  sj)lière  homogène,  la  vitesse  de  rotation  de  la  s[)lière 
ninfluc  aucunement  sur  la  grandeur  des  composantes  uormales  des 
vitesses  des  divers  éléments  de  sa  surface;  c'est  ce  (jui  appert  claire- 
ment de  la  relation  (a2  bis),  page  4^2  ci-dessus.  Aussi  les  percussions 
éprouvées  par  la  sphère  ne  peuvent  avoir  aucun  effet  j)our  modifier 
et  l'églcr  la  force  vive  de  rotation  comme  elles  font  [lonr  la  foi-ee  vi\e 
de  translation. 

XI.  Interprétation  du  résultat  pour  le  cas  où  le  solide  M  est  quel- 
conque. —  L'interprétation  des  lois  du  mouvement  du  solicK;  se  fail 
crtine  façon  moins  immédiate  lorsque  ce  solide  est  quelconcjuc. 
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l'Dnr  V  arriver  il  faut  sulîstitiuM'  à  ro(]iiation  unique  (28)  de  la 
page  '(22  un  système  de  vingt  et  une  érjualions  basées  sur  les  consi- 
déra tions  suivantes  : 

La  force  vive  totale  MW  +  Ico"  du  solide  M  est  liée,  comme  Ton 
sait,  aux  six  vitesses  a,  r,  «',  «,  /),  q  définissant  à  \\n  instant  (juel- 
couijue  le  mouvement  du  solide  parréqualion 

Nous  allons  d'aliord  montrer  (jne  ce  que  nous  avons  dit  (p.  /['  ^-'l'I 
ci-dessus  )  au  sujet  des  variations  \''  de  la  force  totale  du  solide  M,  s'ap- 
|)lii}uc  aussi  (avec  d'autant  plus  d'exactitude  (jue  le  fluide  constilui- 
par  les  points  m  est  plus  divisé)  aux  variations  V'„,  vv,  V*,,.,  \''n,  '^'pi  \"V 
des  produits  M«%  ]NIi%  Mw",  A«*,  B/j-,  Cq-  et  que,  par  suite,  on 
peut  écrire  les  équations 


r.o)       ''^ 

analogues  à  l'équation  (20),  en  négligeant  des  quantités  dont  Timpor- 
lance  relative  est  d'autant  moindre  que  le  fluide  est  plus  divisé. 

Pour  justifier  ces  équations  (3o),  il  n'y  aurait  qu'à  répéter  le  raison- 
nement fait  (p.  4i3-4i4  ci-dessus)  pour  l'établissement  de  l'équation 
(20)  si  (comme  cela  arrive  pour  la  force  vive  totale  )  les  produits  M//-, 
Mv-,  Mtr=,  A«^,  Bp-,  Cq-  restaient  constants  dans  l'intervalle  de 
temps  compris  entre  deux  percussions  consécutives  quelconques.  Mais 
l'on  sait  que  celte  condition  n'est  pas  renq)lie,  les  composantes  de  vi- 
tesse II,  f,  ir,  /<,/>,  q  cbangeant  à  cliaque  instant  suivant  les  lois  du  cé- 
lèbre mouvement  de  Poinsot.  Il  faut  donc,  pour  légitimer  l'emploi  des 
équations  (3o),  des  explications  et  peut-être  des  conditions  spéciales, 
et  c'est  précisément  dans  la  reconnaissance  de  ces  conditions  que  nous 
allons  voir  intervenir  l'emploi  de  la  notion  du  fluide  infiniment  divisé 
que  nous  avons  posée  page  400  ci-dessus,  comme  point  de  départ  des 
présentes  études. 

Va\  vue  d'élucid(,'r  la  question,  formons  d'abord   le  ^  \'„  pendant 
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l'espace  (le  temps  infiniment  grand  T;  pour  cela,  nous  n'avons  qu'à 
suivre  une  marche  analogue  à  celle  qui,  dans  les  pages  prëcédcntes4i7 

à   121,  nous  a  permis  de  calculer  V-c;)  pendant  ce  même   espace  de 
temps  T. 

On  a,  d'après  la  première  des  formules  (i  2)  de  la  page  4o(J  ci-dessus, 

T»i     o        Al     •■             /                           racos^oiX 
X>u=  -M""  —  -M«ô  =  nî(  2M„cosa  -) ^f~  )' 

ou,  en  employant  les  notations  définies  pages  407  et  417  ci-dessus, 
V„=  -^-- '■ /  ;/cosa+  ^  ■ cos-a  \. 

On  en  conclut,  par  une  série  de  calculs  semblables  à  ceux  dévelop- 
pés pages  4i6  et  suivantes  ci-dessus, 

^.  /il  cosa  X  )."-                         ;-.          m   l^  cos-a\       , 
=  —  2  ///  N  (  ^i h  U  COSa  f  ^  —  ôj    7 )  ^  «<^i 

^'^\=  (  —  I  «<cosa  X  /  ^  N/«  A-  -  m  cosa  X  //  ^  Nm  A  4-  ^-^^  ^m'X^j  da, 

et,  enfin,  en  remarquant  ((ue,  connue  il  a  été  établi  page  4 16  ci-dessus, 
on  a,  pour  l'ensemble  de  la  surface  limitative  du  solide  [première  des 

formules  (23))  :  /cosa  di  —  o, 
(  3 1  )     y  ■»?„=-  '-^  /  dr;  f  «cosa/  dl  V  ]\  m  A  -+-  ^^j  |^  cos-  a  da  V  N  nr  V . 
Or,  en  examinant  l'expression  de  ^W  ainsi  obtenue,  ou  voit  que 

Joiirn.  de  Math.  (  \'  série),  lome  VU.  -  Kasc.  IV,  1891.  33 
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Ion  peut,  en  laissant  constamment  du  même  ordre  de  grandeur,  dune 
part,  les  produits  N///  (et,  })ar  suite,  la  masse  de  l'unité  de  volume, 

aulrement  dit  la  densité  du  fluide"),  d'autre  part,  le  rai)port  ^^-^r; — ^. 

faire  iirandir  au  delà  de  toute  limite  les  deux  termes  de  ladite  expres- 
sion eu  attribuant  aux  vitesses  A  des  valeurs  sufiisamment  élevées. 
Mais,  comme  la  relation  (28},  page  V-2  ci-dessus,  peut  s'écrire 

les  vitesses  /du  solide  M  restent  constamment  du  même  ordre  de  gran- 
deur quand,  le  solide  ne  variant  pas,  les  vitesses  X  grandissent  sans 

crue  l'ordre  de  irrandeur  du  rapport. ^Vx^ — ^  soit  altéré.  D'autre  part, 

les  variations  des  composantes  de  vitesses  du  solide  M  dues  au  mou- 
vement de  Poinsot  dans  l'intervalle  des  chocs  successifs  sont,  comme 
on  sait,  proportionnelles  aux  produits  de  ces  composantes  et  par  suite 
l'ordre  de  grandeur  de  leur  somme,  calculée  pendant  un  espace  de 
temps  déterminé  (dans  l'espèceT),  ne  change  pas  quand,  le  solide  ne 
variant  pas,  les  vitesses  /  de  ce  solide  conservent  leur  ordre  de  gran- 
deur pendant  que  les  vitesses  \  croissent  indéfiniment. 

De  là  résulte  que,  lorsque,  voulant  appliquer  aux  t?„  le  raisonnement 

des  pages4i3-4i4  ci-dessus  pour  arriver  à  écrire  l'équation^  V  ■<;)„=  o, 

on  regarde  les  produits  Mu'''  comnie  constants  entre  deux  chocs  consé- 
cutifs, on  commet  des  erreurs  dont  la  somme  peut  être  réduite  d'im- 
portance  relativement   à   la   somme  y^\')u  autant  qu'on    le   veut  en 

attribuant  £.ux  vitesses  A  du  fluide  des  valeurs  suffisantes. 

—  N  «î  -  /  ^ 
Par  ailleurs,  pour  <pie  les  produits  X/»  et  le  rapport  ^^f^;i — r  restent 

constamment  du  même  ordre  de  grandeur  quand  les  'k  croissent  au 
delà  de  toute  limite,  il  faut  que  les  produits  m  A"  demeurent  eux-mêmes 
constamment  du  même  ordre  de  grandeur  et,  par  suite,  que  les  masses 
m  décroissent  de  plus  en  plus,  aulrement  dit  cpie  la  division  du  fluide 
soit  poussée  de  plus  en  plus  loin. 

C'est  donc  bien,  ainsi  (pie  nous  l'avons  annoncé  page  ^2\  ci-dessus, 
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sur  loiuploi  (le  la  tonsidéialiuii  des  fluides  iiiriiiiiiieiit  divisés  (jue  le- 
|)Ose  la  juslilicalioii  des  ('(lualioiis  (3o)  ci-dessus. 

Nous  pouvons  uiaiiili'uaul  uous  ser\ir  des  ('■([ualioiis  ( 'îo)  ainsi  léj;i- 
limées. 

Prenons  loxpressioii  (3i)  de  la  jia|;i'  /|2  *?  divisons-la  par  'I'  el  c''i;a- 
lons-la  à  zéro.  iMilonanl  compte  de  la  relation 

(22  )  1=1/  cosa  -f-  rcos[i  +  (rcosy  +  ////  -h-  i/i  +  jq, 

nous  obtiendrons  ré(pialion 

,  /  eos-ac/cTy,  ^     ir  (// +   I  cos  a  cos  ^  c/cr  ^'^  /     in(f/ 

I  .  ,.î  .  ^T 

M  '   -I-   /  cosa  cosYr/(7  ;|,  /     uw(lt-\-   I  // cosac/'j  Tp  /     ii/i  t/( 
-h    I  icosy.d'j^  I     updl+       J  cosy.di  '^  j     i/q  dt 


(■•52-) 


if 


cos- a  fh 


,  ^  II,  X 


En  opérant  mainlenanl  sur  chacune  des  variations  \?,,,  v,,,,  \>„,  v-^,  x,, 
comme  on  vient  de  le  faire  sur  la  variation  ■Çu,  on  ai'riverait  semhlahle- 
ment  à  cincj  éc[uations  analogues  à  l'équation  (32)  et  de  niéine  foinie, 
écjuations  cjuc,  pour  abréger,  nous  n'écrirons  pas. 

Si  l'on  examine  l'ensemble  des  six  é(pialions  ainsi  formées,  on  coii- 
state  qu'il  s'y  trouve  vingt  et  une  inconnues,  savoir  : 

.ï  .1  ,.T 

D'abord  les  six  valeurs  moyennes  ^  /     11- (U,  7=,  j    c- r//,  ™  /    a-i^//, 

,-.T  .T  ,.T 

7y   I     /r  dt,  7^;  I     p'd/,  Ty,  I     (['  dl  des  cairi's  des  vitesses  w,  c,  ir.  //,/*, 

•  T  .T 

q\  puis  les  (piinze  valeurs  moyemies  q,  /     u>.dl.  ...,,j.  /      itndl.    ... 

des  produits  d(Mix  à  deux  de  ces  vitesses. 

Il  reste  donc,  pour  dégager  les  valeurs  des  vingt  et  une  incoiniues, 
à  trouver  quinze  autres  équations. 

(^'s  quinze  é([ualions  s'obtiennent  facilement  en  remarquant  (jue,  si 
l'on  considère  ce  fjue  devient  dans  un  clioc  (]uelcoiKjue  l'un  dos  quinze 
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produits  de  vitesses  précités,  par  exemple  le  produit  ;/r,  on  a,  d'après 
les  formules  et  conventions  des  pages  406,  407,  417,  pour  variation  v,,,, 
correspondante, 

\')„,  =  M  iw  —  jNI  w„ Co  =  INI  U/o  +  ^-3^  )  (''"  "^  ~M     )  ~  ^^  "" '"" 


=  GT  f  «0  cos  ^  +  i-„  cos  a  +  ^  cos  a  cos  p 


2m (X  costf  —  /) 


r,  2ni  (l  eos'i  —  /)  r. 

u  cos  p  -H  p  cos  a  +  ■■ — ^  cos  a  cos  p 


]■ 


Mais,  en  vertu  des  raisonnements  qui  ont  servi  à  établir,  pages  425-42G 
ci-dessus,  l'équation  =  V\')„=  o  et  aux  mêmes  conditions,  on  peut 
écrire 

—  ^  v    =0 

Partant  de  là  et  opérant  comme  précédemment,  on^arrive  sans  peine 
à  l'équation 


(33) 


M 


/  cosacosjî  (/c7  f  =^  /    li- (1/ -h  Y^  f    v- dn 
+  (   /  cos-arfcr-i-  /  cos- '^  d'jj  7y  f     in-c/t 
+  /  cos^cosyflfo- ^s  /     invdt-h  j  cosacosy^T™  / 
+  /  //cosj3rfa-;p  /    u/idt-h   /  /i  cosv.d'j  ,j,  /    ^n  d/ 
+  \  i  cos  ^dil^  I     up  dt  -i-  f  i  cos  oi.d'7  =  j    tyj  df 
-^  f  j  cos  [3  f/cr  =  /     uq  di  --h   j  j  cos  a  du  q-,  /     i'q  dl 
=  -  I  cosacospatT  — 


■dl 


iNw-X^ 


:lN//a 


Et,  en  considérant  successivement  chacun  des  cjuatorze  autres  pro- 
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duits  do  vilcssos  deux  à  deux,  on  obtiendrait  de  la  même  fa^oii  (|ua- 
torze  autres  équations  analogues  à  cette  équation  (3'3). 

Les  six  équations  (32)  et  les  cjuinze  équations  (33)  forment  donc 
en  définitive  uu  système  de  vingt  et  une  équations  du  premier  degré 
par  rapport  aux  vingt  et  une  inconnues  de  la  forme 


1    r^  1    r^ 


qu'elles  contiennent.  Par  conséquent,  ces  vingt  et  une  é(|iiatioiis  ail- 
mettent,  en  général,  un  seul  système  de  solution. 

Et  cet  unique  système  de  solution  qui  apparaît  imuMMliatemcut  à  la 
seule  inspection  des  équations  est  le  suivant  : 


(t^        wdt  —  r^\     inv  dl  —  .. 


r    i-  \  fn-\'^ 


\     =Lj^\^.nUlt=:-jyp^-di  =  Ljy^-^ar-,  ^,^^. 


(35)  j  T  ,  T 

/  =^        undl=^...  =  7r.        /ipde^^  ...  =  o. 

Des  valeurs  (34),  on  déduit 
1  f\l(ii^-+v^-^^^-)dt  =  ^  f\\n--+-Bp^--^Cq--)dl=\^Ç^ 
et,  par  suite,  vu  les  définitions  de  la  page  1o6, 

(36)  y,  f\lW'dl=!^,  f  lo^' dt, 

(37)  T/(^ï^^"-^ï'^^)'^'  =  ^TN7;â- 

La  relation  (37)  se  traduit  par  le  théorème  suivant,  analogue  à  celui 
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(I(''jà  IroiiviMp.  'i-^ '"i-'l''^*'!^)  P'^"i'l<' cas  particulier  de  la  sphère  lionio- 

i;èiie. 

La  imleiir  moyenne  de  la  force  vù-e  totale  d'un  solide  invatiable 
en  état  de  moyen  mouvement  permanent  au  sein  d'un  fluide  à 
points  indépendants,  infiniment  divisé,  est  égale,  quelles  que  soient 
la  forme,  les  dimensions,  la  masse  du  solide,  à  une  quantité  qui  ne 
dépend  que  de  la  constitution  du  fluide. 

De  la  relation  (36),  on  conclut  que  dans  les  mêmes  conditions  : 

La  force  inve  moyenne  de  translation  du  solide  est  égale  à  sa 
force  vive  moyenne  de  rotation. 

On  reconnaît,  d'ailleurs,  facilement  que,  comme  cela  doit  être,  les 
valeurs  (j-l),  (35)  vérifient  l'équation  (28)  de  la  page  422,  en  sorte  que 
cette  équation  (28)  est  surabondante  par  rapport  au  système  des  équa- 
tions (32),  (33). 

Lorsque  (ainsi  que  cela  arrive,  par  exemple,  pour  les  ellipsoïdes 
iiomogènes)  le  solide  considéré  admet  comme  plans  de  symétrie 
les   trois  plans  déterminés  par  ses  axes  principaux  passant  par  son 

centre    de    gravité,    les   intégrales  de  la    forme   /  cosa  cos^  (/a,  ..., 

/  hcoaoLch,  ...  étant  toutes    nulles,  les  six  équations  (32)  donnent 

immédiatement  les  six  valeurs  (34)  des  forces  vives  moyennes. 

XII.  Valeurs  moyennes  des  composantes  des  vitesses  du  solide.  — 
On  peut,  pour  achever  de  bien  définir  le  mouvement  du  solide  M,  re- 
marquer que,  si  Ton  considère  les  variations  u  —  u^,  v  —  Pj,  w  —  w^, 
n  —  «0,  . . .  des  composantes  de  vitesses  u,  p,  w,  n,p,  q  données  par 
les  formules  (i)et(2),  pages 401-402 ci-dessus,  ces  variations  doivent, 
pour  des  raisons  analogues  à  celles  qui  viennent  d'être  présentées  pour 
les  variations  des  forces  vives  et  aux  mêmes  conditions,  satisfaire 
à  des  équations  de  la  forme 

(38)  t2''^"«=°'        tS""^""""' 

VV"u,  ^ik'v,  •  ■  •  désignant  les  variations  u  —  ?/„,  v  —  v^y  ...  en  question. 


KMPI.OI     DES    PEUCISSIO^S. 


l'^I 


lût  opcraiil  sui'  ces  i''<jiialioiis  (  iiS),  roiiinn'  nu  Ta  l'iiil  ci-dcssiis  sur 
les  (''•juations  (^io),  on  arrive,  pai'  di's  calcul-;  aiialn^iics,  à  licni\cr  h"- 
i'clalii)iis 

•.T  .r  .T 

^  I     tidl  =  ,j,   j     iff/i=  .',   f     ad/ 

.  T  .1  .1 

cl.  ])ar  suite,  vu  ]'(''(|ualinn  {-i-^),  |>ai;"c  '|i(). 
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